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Vorwort zur ersten Auflage. 



Dieser Leitfaden ist dem Bedürfnis des ümyersitätsunterrichts entsprangen. 
Die Kenntnis der geometrischen Methoden, auf denen der Kartenentwurf beruht, 
und ein gewisser Grad von Übung in der Handhabung derselben ist unerl&fslich 
für jeden, der Karten mit Nutzen gebrauchen, Geographie nicht blos dilettantisch 
betreiben will. 

Diejenigen, welche sich auf der Universität geographischen Studien hin- 
geben, sind in der praktischen Anwendung der auf den oberen Schulklassen 
erworbenen mathematischen Kenntnisse meist nur wenig, im Zeichnen mit Zirkel 
und Lineal so gut wie gar nicht geübt. Der Unterricht im Kartenentwurf mufs 
demgemäfs sehr elementar beginnen. Vielfach sind dabei bisher Steinhausers 
„Grundzüge der mathematischen Geographie und der Landkartenprojektion^' zu 
gründe gelegt worden, worin der Autor in jeder Hinsicht ab ovo beginnt und 
sowohl zum geometrischen Zeichnen wie zum Konstruieren der einfacheren 
Kartennetze ganz elementare und sehr klare Anleitung giebt. Allein dieses in 
seiner Art treffliche, wenn auch etwas bunt zusammengestellte Werkchen setzt 
auch bezüglich der theoretischen Vorbildung ein Niveau voraus, das diejenigen, 
welche ein Zeugnis der Beife erlangt haben, im Durchschnitt doch ziemlich 
weit überragen. Der Universitätslehrer kann, indem er das ausgebildetere Vor- 
stellungsvermögen und die erworbenen Kenntnisse seiner Zuhörer, wenn auch 
nur in bescheidenem Maise, ausbeutet, deren Einsicht in die Methoden der 
Projektions- wie der Terrainlehre doch erheblich mehr vertiefen, als für eine 
blofs mechanische Abrichtung zum Zeichnen erforderlich ist, und erzielt dadurch 
den doppelten Gewinn, dafs in den Lernenden mehr Interesse für den Gegen- 
stand erwächst, und dafs Anschauungen und Kenntnisse tiefere Wurzeln in 
ihnen schlagen. 

In der Projektionslehre (Netzentwurf) habe ich mich bestrebt, die elementar- 
geometrische Konstruktion in den Vordergrund zu stellen, wo dies irgend anging. 
Die Festlegung der Mafsverhältnisse in Formeln, zu deren Begründung fast nur 
die trigonometrischen Beziehungen im rechtwinkligen Dreieck benutzt werden, 
ist in der Begel ganz unabhängig und zwar namentlich deshalb eingefügt, weil 
für genaue Zeichnungen die Auftragung berechneter Mafse der rein geometrischen 
Konstruktion meist vorzuziehen ist. Eigentliche Rechnungen sind überall ver- 
mieden. An zwei oder drei Stellen finden sich Grundformeln der sphärischen 
Trigonometrie benutzt. 

Wesentlich anders als in allen mir bekannten Kompendien der mathe- 
matischen Geographie ist in vorliegendem Leitfaden das einleitende Kapitel über 
Ortsbestimmung auf der Erde und die darauf gegründete Netzeinteilung bearbeitet. 
Hier galt es gründlich zu brechen mit der bisher fast ausnahmslos beobachteten 
und im Elementarunterricht auch nicht wohl zu umgehenden Praxis, dafs man 
— um es etwas derb auszudrücken — anfangs die Meridiane zwischen Äquator 
und Pol in gleiche Teile (Grade) einteilt, um in einem späteren Abschnitt zu 
lernen, dafs diese Teile ungleich sind. 



rV Vorwort. 

Zum ersten Male für ein Lehrbuch verwertet findet man hier die Tissot'schen 
üntersuchxmgen über die Deformationsgesetze bei der Kartenprojektion, deren 
eminente Wichtigkeit für die praktische Kartographie vorläufig erst von wenigen 
Geographen geahnt zu werden scheint. Ich gebe mich der Hoffiiung hin, dals 
das. SchluTskapitel meiner Netzentwarfslehre etwas dazu beitragen werde, die 
Aufinerksamkeit der Kartographen auf die Wahl rationellerer Projektionen zu 
lenken, deren EinfüÜming in die Atlanten ich durch Berechnung einiger Tabellen 
für bestiinmte Kontinente zu fördern gesucht habe. Die bisher gebräuchlichsten 
Entwurfisarten findet man sämtlich besprochen, auch wenn ihnen, wie z. B. der 
Bonne'schen, durch die Tissot'sche vergleichende Analyse der Deformations- 
verhältnisse die fernere Anwendungsberechtigung entzogen wird. 

Im zweiten Teile habe ich namentlich die für den Geographen so wichtigen, 
geometrisch höchst einfachen, aber in den Kompendien etwas vernachlässigten 
Boutenkonstruktionen in abgerundeter Form darzustellen mich bemüht. 

Das von mir angestrebte praktische Ziel ist, eine Anleitung zu richtigem 
Konstruieren, genauem Zeichnen zu geben; hingegen habe ich keine Vorschriften 
für die Reinzeichnxmg xmd künstlerisch schöne Vollendung der Karten zugefügt. 
Dies ist aus mehreren Gründen unterlassen worden. Zunächst ist es nicht der 
Zweck des üniversitätsunterrichts, topographische Zeichner und Kartographen 
auszubilden. Zur Erlangung derjenigen Fertigkeit, die hier erreicht werden 
kann, wird das Beispiel, das der Lehrer mit einigen Feder- und Pinselstrichen 
giebt, viel mehr beitragen, als seitenlange gedruckte Vorschriften. Eine weitere 
Vervollkomnmung ist aber nur durch fortgesetzte Arbeit nach guten Mustern 
zu erlangen, wie sie in den Publikationen vieler Staatsinstitute (z. B. der General- 
stäbe) sowie auch mancher Privatanstalten geboten werden. — Der Anhang 
über geometrisches Zeichnen wird manchem trivial erscheinen, doch hielt ich 
seine Aufnahme durch den zu Anfang erwähnten Mangel entsprechender Vor- 
übung der meisten Studierenden für gerechtfertigt. 

Es sei dies Werkchen vornehmlich dem Wohlwollen meiner Herren Fach- 
kollegen an den deutschen Hochschulen, dann aber aUen denjenigen empfohlen, 
die von den darin niedergelegten Lehren Gebrauch machen können. 

Königsberg i. Pr., im Juli 1883. 

Der Terfasser. 



Vorwort zur zweiten Auflage. 



Vierzehn Jahre nach dem Tode des Verfassers — Karl Zöppritz starb am 
21. März 1885 — erscheint die zweite Auflage seines weithin bekannten Leit- 
fadens, und zwar tritt zunächst die erste Abteilung desselben in einer Form an 
die Öffentlichkeit, die als eine fast gänzlich neue Arbeit bezeichnet werden mufs. 
Nur weniges ist aus der ersten Auflage unverändert hinüber genommen worden. 
Trotzdem ist das neue Buch als zweite Auflage bezeichnet. Wollte ich dies 
Verfahren nach allen Seiten begründen, so würde ich die einem Vorwort ge- 
zogenen Grenzen erheblich überschreiten; darum sehe ich davon ab, zumal diese 
Begründung sich hauptsächlich an den Fachmann wenden müfste, der ohnehin 
aus dem Buche selbst dieselbe herauslesen wird. Wer die Entwickelung der 
Kartenprojektionslehre und die praktische Verwertung ihrer Ergebnisse seit 
Zöppritz' Tode, der selbst noch die neuen Bahnen gewiesen hat, verfolgt hat, 
wird zugeben, dafs der Leitfaden in seiner ersten Fassxmg weder den gegen- 



Vorwort. V 

wärtigen Bedürfnissen genügt, noch in derselben heute wesentlich änderungsi^hig 
ist. Sollte derselbe, der bei seinem Erscheinen unstreitig eine grofse Lücke 
vorzüglich ausfüllte, deshalb völlig verschwinden? Eine gänzliche Neugestaltung 
des ersten Teils war unerläTslich, nachdem Hammer die Tissot'schen Unter- 
suchungen in Deutschland bekannt gemacht und durch sein Buch „über die 
geographisch wichtigsten Kartenprojektionen" für die Behandlung der ganzen 
Projektionslehre neue Grundlagen geschaffen hat. Das Becht, die Neugestaltung 
als zweite Auflage zu bezeichnen, gewährt der Titelzusatz „für Studierende der 
Erdkunde". Soll der Leitfaden fiirderhin diesem Zusatz völlig genügen, so mufs 
er nicht nur über die Projektionen, die heute in den dem erdkundlichen Studium 
als Unterlage dienenden kartographischen Werken — es sei nur an Andree's 
und Debes' Handatlas erinnert — angetroffen werden, genügende Auskunft, 
sondern auch die Anleitung zur Berechnung und Konstruktion sowie die Möglich- 
keit zur Beurteilung dieser Projektionen bieten. Wird dies als Ziel des Leit- 
fadens anerkannt, so ist damit gerechtfertigt: 1) dafs die geometrisch einfach 
definierten Projektionen nicht nur in den Vordergrund gerückt und in ihren 
gegenseitigen Beziehungen dargestellt, sondern auch hinsichtlich ihrer gesamten 
Verwendungsfähigkeit behandelt sind; 2) dafs die elementar -geometrische Kon- 
struktion, die Zöppritz hauptsächlich für drei in heutigen Kartenwerken selten 
angewandte Projektionen ziemlich ausgiebig behandelt hat, nur anhangsweise 
unter Wahrung der ursprünglichen Fassung dargestellt ist, und dafür einheitlich 
die auf Berechnung fiifsende Konstruktion nebst Untersuchung ein- und durch- 
geführt ist, die übrigens auch mit recht geringen Hilfsmitteln und Vorkenntnissen 
ausführbar ist; 3) dafs der Behandlung der Verzerrungsverhältnisse die gebührende 
Beachtung geschenkt ist; 4) dafs diejenigen Projektionen Aufnahme gefunden 
haben, die entweder bereits praktisch angewendet worden sind oder es bald 
werden dürften, wie z. B. die Albers'sche Kegelprojektion, oder aber wie z. B. 
die Stab-Wemer'sche Projektion und die flächentreuen Cylinderprojektionen, die 
geeignet sind, den innem Zusammenhang einzelner Gruppen zu veranschaulichen. 

Lidem ich auf weitere methodische Erörterungen verzichte, gehe ich auf 
Einzelheiten ein. Zunächst ist die Bezeichnung der stets wiederkehrenden Aus- 
drücke durchgreifend geändert und nach Möglichkeit den in andern Werken 
dieser Disziplin gebräuchlichen angepafst; auch in der Benennung der Projektionen 
ist nach Einheit und Konsequenz gestrebt, auf Neuerungen indes verzichtet 
worden. 

Da für die derselben Gruppe der einfach definierten Projektionen angehörigen 
Netzentwürfe sich die Berechnung nur hinsichtlich der einzusetzenden Werte 
unterscheidet, das Verfahren selbst und die Konstruktion gleich sind, sind die 
allgemein gütigen Hegeln und Vorschriften stets vorangestellt, wodurch Wieder- 
holungen vermieden werden. Aus diesem Grunde ist auch die Einteilung anders 
gestaltet. Die Methode der astronomischen Ortsbestimmung, die Zöppritz aus- 
führlich behandelt, steht in keinem unmittelbaren Zusanmienhange mit der 
Projektionslehre und ist daher ausgeschieden worden; dafür sind häufig oder gar 
stets wiederkehrende Beziehungen und Begriffe an dieser Stelle behandelt. Die 
Eigenschaften der geographischen Karte nicht nur, sondern auch das für alle 
Projektionen allgemein geltende Verzerrungsgesetz können auch ohne Kenntnis 
der einzelnen Projektionen erörtert werden, weshalb auch diese vorangestellt 
sind. Dafs diejenigen azimutalen Abbildungen, die zugleich Perspektiven sind, 
auch als solche behandelt und damit zweimal erörtert sind, liegt im Literesse 
der angestrebten Vollständigkeit; aus dem gleichen Grunde ist auch das folgende 
Kapitel angehängt, in dem der Zusammenhang der azimutalen Projektionen in 
seiner Bedeutung für praktische Zwecke dargelegt wird; dais analog bei echten 
Kegel- und Cylinderprojektionen auch verfahren werden kann, mag hier noch 
angedeutet werden. 



VI Vorwort. 

Nach Möglichkeit sind geschichtliche Daten beigefügt und Nachweise über 
die Anwendung der einzelnen Projektionen gegeben worden; in letzteren ist 
zugleich der Beweis für die Berechtigung ihrer Aufnahme in den Leitfaden für 
die Mehrzahl erbracht. Wenn dabei nicht überall die angestrebte Vollständigkeit 
erreicht ist, so möge man das mit den Schwierigkeiten entschuldigen, die ich, 
mehr denn zehn Jahre in einer der kleinsten Städte Westpreufsens lebend, bei 
der Beschaffung der einschlägigen Litteratur zu überwinden hatte. Die seit 
Jahresfrist bestehende Erleichterung in der Benutzung der Egl. Bibliothek in 
Königsberg hat diesen Schwierigkeiten nur zum kleinen Teile noch abhelfen 
können. 

Indem ich bei der Neubearbeitung auch verschiedene mir von praktischen 
Kartographen mitgeteilte Ansichten und Meinungen berücksichtigt habe, glaube 
ich auch für diese ein Buch geschafiPen zu haben, das ihnen Dienste leisten kann; 
indes ist das oben angedeutete Ziel nie aus den Augen gelassen worden; daher 
ist nirgends der elementar -mathematische Boden verlassen, nach Klarheit und 
Deutlichkeit wenigstens gestrebt und der mathematische Hilfsapparat, wiewohl 
unentbehrlich, auf die nötigsten und einfachsten Sätze und Formeln beschränkt; 
für den Geographen ist die Mathematik nur Mittel zum Zweck, und Geographen 
soll der Leitfaden dienen. 

Li der Überzeugung, im wesentlichen den Weg gefunden zu haben, den 
Zöppritz unter den heutigen Verhältnissen gewählt haben würde, in seinem Sinne 
die Umarbeitung ausgeführt zu haben, übergebe ich das Buch der Öffentlichkeit 
als einen Ausdruck des Dankes und der Verehrung, die ich dem früh verewigten 
Lehrer schulde und bewahre. 

Da die Projektionslehre einen gröfseren Umfang erreicht hat, wird der 
zweite Teil, die Topographie, gesondert erscheinen und um einen Abschnitt 
„Kartometrie^^ vermehrt werden, wodurch m. E. einem Bedürfnis abgeholfen 
wird, das schon lange fühlbar ist. Um auch den Bedürfnissen der ausübenden 
Kartographen noch weiter, als es hier geschehen konnte, entgegenzukommen, 
beabsichtige ich noch besonders neben zahlreichen Tabellen bis ins einzelne aus- 
geführte Berechnungen der verschiedenen Projektionen, insbesondere nichtnormaler 
Kegel- und Cylinderprojektionen, als eine Art Ergänzung zum Leitfaden zu ver- 
öffentlichen. 

Die Gesellschaft für Erdkunde zu Berlin hat bereitwillig gestattet, von 
mir in ihrer Zeitschrift veröffentlichte Tabellen und Skizzen für den Leitfaden 
verwenden zu können; dafür statte ich an dieser Stelle meinen Dank ab, zugleich 
auch allen denen, die mir mit Bat und That zur Seite gestanden haben, ins- 
besondere Herrn Geh. Rat Prof. Dr. Wagner-Göttingen und meinem Amtsgenossen 
Herrn Prof. Henn^e-Pr. Friedland, der mich bei der Korrektur bereitwilligst 
unterstützt hat. 

Pr. Friedland, W.-Pr., im Februar 1899. 

Alois Bludaiu 
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Erstes Kapitel. 

Ortsbestimiiinng. 

Die Erdoberfläche kommt an Gestalt einer Eugeloberfläclie sehr nahe, 
zeigt aber, genauer betrachtet, Ton dieser sehr mannigfaltige und ganz un- 
regelmäfsige Abweichungen. Es ist deshalb eine Aufgabe yon grofser 
Wichtigkeit, die Lage eines Punktes auf ihr bestimmt angeben und nach 
dieser Angabe jederzeit rasch und unzweideutig wiederfinden zu können. 
Man bedient sich hierzu einer geometrischen Abmessungsart und einer darauf 
begründeten Einteilung der Erdoberfläche, die Ton den in der Planimetrie 
gebräuchlichen Abmessungsmethoden wesentlich abweicht und deshalb hier 
im Vergleich mit diesen zu besprechen ist. 

L GewSlinliclLe geometrlsolie OrtsbestimmungsmetliDden. 

1. Ortsbestimmung auf einer Linie. Zur Bestimmung der Lage eines 
Punktes auf einer geraden Linie genügt die Angabe des Abstandes des 
Punktes Ton einem in der Geraden ein für allemal fest angenommenen 
Anfangs- oder Nullpunkte, wenn noch hinzugefügt wird, nach welcher Seite 
hin der Abstand wachsend gerechnet werden soll. Ist diese Richtung ein 
für aUemal festgesetzt, so kann man die auf der entgegengesetzten Seite 
liegenden Punkte als solche mit negativem Abstand auffassen und durch 
die Angabe einer Anzahl yon Längeneinheiten (z. B. Millimeter) mit positivem 
oder negativem Vorzeichen die Lage jedes Punktes der Geraden unzwei- 
deutig bestimmen. 

Denkt man sich zu beiden Seiten des Nullpunktes mehrere Punkte 
durch beigeschriebene Abstandszahlen markiert, so wird man vom Nullpunkte 
ausgehend nach der einen Seite immer wachsende, nach der andern Seite 
immer abnehmende (nämlich negativ wachsende) Zahlen antreffen. Zur 
Auffindung eines durch seinen Abstand gegebenen Punktes ist also die An- 
legung eines Mafsstabes vom gegebenen Nullpunkt aus erforderlich. Teilt 
man die Gerade selbst in die betrefl^enden Längeneinheiten, so wird sie 
selbst zum Mafsstab, worauf die Lage irgend eines Punktes sofort angegeben 
werden kann. 

Zöppritz, Kftrtenentwurfilehre. S. Aufl. von Blad»u. I. 1 
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Dieselbe Ortsbestimmung kann auch auf eine gegebene knunme Linie 
übertragen werden^ wenn man äitatt ."des Abstandes die Länge des Bogens 
zwischen dem Nullpunkt und dem zu bestimmenden Punkt als Bestimmungs- 
stück wählt. 

2. Ortsbestimniung auf einer Ebene ^). Zur Bestimmung der Lage eines 
Punktes in einer Ebene (z. B. auf einer Zeichnung) ist die Angabe zweier 
Bestimmungsstücke nötig. Die Abstände des Punktes Ton zwei ein für 

allemal in der Ebene gezogenen Ge- 
raden sind dazu hinreichend. Die 
Bestimmung durch die Abstände 
Ton zwei sich rechtwinklig schnei- 
denden Achsen ist am gebräuch- 
lichsten. Li einer Zeichnung würde 
man am zweckmäfsigsten die Ab- 
"^ stände Ton den sich rechtwinklig 
schneidenden Bändern hierzu wählen. 
Das Ton dem Punkte Q auf die 
eine Achse gefällte Lot y (Fig. 1) 
nennt man gewöhnlich die Ordi- 
nate ^ den Abschnitt seines Fufs- 
punktes auf jener Achse ^ Tom 
Ursprung 0, d. h. dem Schnitt- 
punkte beider Achsen aus gerechnet ^ die Abscisse (o;); beide zusammen 
die rechtwinkligen Koordinaten des Punktes. Auch hier hat man 
je eine Seite Tom Ursprung aus als positive^ die entgegengesetzte als 
negative anzunehmen. Die beiden Koordinatenachsen — 3Ü, Z; — ^y ^ 
teilen die Ebene in vier Quadranten. Li dem Räume I sind Abscisse und 
Ordinate positiv, in II ist für einen Punkt Q' die Ordinate y' negativ, weil 
nach unten zu ziehen, die zugehörige Abscisse positiv. In III sind Abscisse 
und Ordinate negativ, in lY ist die Abscisse negativ, die Ordinate positiv. 

, Die Aufsuchung eines Punktes, dessen Abscisse und Ordinate in Längen- 
einheiten (mm) mit ihren Vorzeichen gegeben sind, macht eigentlich drei Operationen 
nötig: 1) Abtragung der Abscissenlänge auf der X-Achse, 2) Errichtung einer 
Senkrechten, 3) Abtragung der Ordinatenlänge auf dieser. Die erste und dritte 
Operation wird vermittelst eines Mafsstabes ausgeführt. Namentlich wenn viele 
Funkte aufgetragen werden sollen, werden diese Operationen ungemein erleichtert, 
wenn man die Zeichnimg mit einem MaCsstabsnetz überzieht, d. h. wenn man 
zwei Systeme von Parallelen zu beiden Achsen in den Abständen der Längen- 
einheit (z. B. je 1"*") von einander auszieht. In solchen Netzen ist gewöhnlich 
die zehnte Linie stark, die fünfte halbstark ausgezogen, um die Übersicht zu 
erleichtem. (Millimeterpapier.) 

Neben der Punktbestimmung durch rechtwinklige Koordinaten ist auch 

die Anwendung der Polarkoordinaten gebräuchlich. Hierbei wird ein 

Punkt Q (Fig. 2) bestimmt durch seine Entfernung r von einem Fixpunkte, 

dem sogenannten Pol P, und durch den Winkel 9, welchen der Leitstrahl 



1) Hammer, Lehrb. der Trigonometrie, 2. Aufl. Stuttgart 1897, S. 108—111. 




1. Gewöhnliche geometrische Ortsbestimmungsmethoden. 3 

(Radius vector) PQ = r mit einer gegebenen festen Richtung PÄ bildet. 
Ist für irgend einen Punkt die Entfernung r vom Pol in Längeneinheiten^ 

und der Winkel g> in Winkelmals (Graden, Minuten, 
Sekunden) gegeben, so lafst sieb der Punkt unzweideutig 
mit Winkeltransporteur und Mafsstab auftragen, sobald 
ein fiir aUemal festgesetzt ist, auf welcher Seite von ÄP 
der Winkel anzutragen ist, d. h. in welchem Sinne der 
Winkel (p wächst. In Fig. 2 ist die yielfach übliche An- 
nahme gemacht, dafs der Winkel wächst, wenn sich der 
Leitstrahl wie ein Uhrzeiger fortbewegt. Die Länge r 
ist immer positiv. 

8. OrtsbeBtimmang auf krummen Oberflächen. Minder einfach ge- 
staltet sich die Aufgabe der Ortsbestimmung auf einer krummen Oberfläche. 
Man könnte auch hier ein Polarkoordinatensystem zu Grunde legen, dessen 
Elemente nicht mehr gerade Linien und Winkel, sondern krumme Linien 
sind, Ton denen die erste Schar strahlenförmig unter gleichen Winkehi 
Yom Pol ausgeht, während die zweite Schar aus krummen Linien besteht, 
die in je gleichem Bogenabstand Tom Pol diesen umziehen. Diese Ein- 
teilungsart würde sich in der That für eine mathematische Eugeloberfläche 
sehr gut eignen und auf einer solchen auch mechanisch leicht durchfähren 
lassen. Nimmt man den Ursprung (Pol) des Koordinatensystems irgendwo 
auf der Kugel an und denkt sich durch den diesen Pol mit dem Mittel- 
punkt yerbindenden Durchmesser eine Ebene gelegt, so schneidet diese die 
Kugeloberfläche in einem durch den Ursprung gehenden gröisten Kreis und 
eine an den Pol gelegte Tangentialebene in einer durch den Pol gehenden 
Geraden, die also Tangente an diesen Kreis ist. Eine zweite durch den- 
selben Durchmesser gelegte Ebene giebt einen zweiten gröfsten Kreisschnitt 
der Kugel und eine zweite Gerade als Schnitt mit der Tangentialebene. 
Diese zweite Gerade bildet mit der ersten denselben Winkel, den die beiden 
Kreisebenen mit einander bUden, und da die beiden Kreislinien in unmittel- 
barer Nähe des Berührungspunktes mit ihren Tangenten zusammenfallen, 
so schneiden sich auch die beiden gröfsten Kreise im Pole unter demselben 
Winkel. Legt man also durch denselben Durchmesser eine Schar Ton 
Ebenen, die Winkel von 1^ 2®, 3®, • • • 180^ mit der ersten bilden, so 
wird die Kugeloberfläche durch deren Durchschnittslinien mit einem vom 
Pol ausgehenden Stern versehen, dessen Strahlen sich gleichfalls unter 
Winkeln von je 1^ schneiden. Sie sind lauter gröfste Kreise der Kugel 
und schneiden sich noch ein zweites Mal unter denselben Winkeln in dem- 
jenigen Punkte, wo der gemeinsame Durchmesser die Kugeloberfläche zum 
zweitenmal schneidet, dem entgegengesetzten Pole. Teilt man die zwischen 
den beiden Polen enthaltene Hälfte eines gröfsten Kreises in 180 gleiche Teile 
und legt durch die Teilpunkte die vom Pol gleichabständigen Kreise, so ist 
das Polarkoordinatensystem vervollständigt, und die durch die Teilpunkte 
jedes gröfsten Kreises gezogenen Halbmesser bilden mit dem Polardurchmesser 

Winkel von 1^ 2^ 3^ • • • 180^, unter einander also Winkel von je 1*>. 

1* 



4 Einleitung. 

Wenn auch eine Eugel von mäXsiger Gröfse, z. B. ein Globus auf diese 
Art unschwer mit einem zur Ortsbestimmung genügenden Netze zu über- 
ziehen wäre, so würde doch dieses Einteilungsprinzip für eine yollkommene 
Kugel von der Grö&e der Erde nicht durchführbar sein und noch weniger 
für einen von der Eugel abweichenden Körper, wie es die Erde ist. Der 
Grund hierfür liegt in der grofsen Umständlichkeit und Schwierigkeit, 
womit die genaue Messung gröfserer Längen auf der Erdoberfläche ver- 
bunden ist. Man mü&te, um einen gröfsten Ereis, oder allgemeiner ge- 
sprochen, die Durchschnittskurve einer durch den Erdmittelpunkt gehenden 
Ebene, in gleiche Teüe teüen zu können, vor allem deren Länge genau 
kennen, welche Voraussetzung aber durchaus nicht hinlänglich erfUlt ist. 
Aber auch wenn sie erfüllt wäre, würde es doch recht umständlich sein, 
die Punkte der Erdoberfläche anzugeben, die um 1, 2, 3, 4 - • • Teile der 
gleichmälBig geteilten Länge vom Pol entfernt sind. Das bisher besprochene 
ideelle Eugelnetz ist für die Anknüpfung der geometrischen Anschauung 
immerhin zweckmäüsig; man darf aber nie vergessen, dafs die Art und 
Weise, wie man es sich gewöhnlich entstanden denkt, für die wirkliche 
ErdeinteUung unanwendbar ist. 

Vergleicht man dasselbe mit dem Netze der rechtwinkligen Koordinaten 
und dem der Polarkoordinaten in der Ebene, so zeigt die nach ihm eingeteilte 
Kugeloberfläche teils Ähnlichkeit mit dem ersteren, teils mit dem letzteren. 
Um die Pole herum gleicht das Netz völlig dem der ebenen Polarkoordinaten; 
in der Kugelzone jedoch, die in der Mitte zwischen beiden Polen liegt, gleicht 
es dem der rechtwinkligen Koordinaten, falls man den Äquator, d. h. deigenigen 
gröMen Kreis, der gleichweit von beiden Polen entfernt ist, als Abscissenachse 
betrachtet. Denn dieser Kreis wird von allen durch den Polardurchmesser ge- 
legten gröDsten Kreisen rechtwinklig geschnitten und die gröfsten Kreisbogen 
sind in der Nähe der Durchschnittspunkte sämtlich parallel; sie bilden also mit 
den dem Äquator benachbarten und parallelen Kreisen rechtwinklige Bogen- 
vierecke, welche sehr nahe quadratisch sind, wie beim rechtwinkligen Koordinaten- 
system der Ebene. Näher den Polen verwandeln sich die Kurvenvierecke in 
krummlinige symmetrische Paralleltrapeze. 

2. Astronomisohe Ortsbestimmung. 

Da das oben behandelte ideelle Kugelnetz sich zur praktischen An- 
wendung nicht eignet, so muTste man für die Erde ein Einteüungsprinzip 
ersinnen, welches von den erwähnten Schwierigkeiten frei ist und für jeden 
Punkt der Erde eine raschere Lagenbestimmung ermöglicht. Ein solches 
ist für die Erde durch ihre Achsendrehung, durch die zunächst zwei Punkte 
der Oberfläche, die Pole, ausgezeichnet werden, und die Sichtbarkeit der 
Himmelskörper gegeben und liefert ein Netz für die Erdoberfläche, welches, 
wäre die Erde eine mathematische Kugel, mit demjenigen zusammenfallen 
würde, das nach der Methode gleicher Bogenabstände geliefert werden würde. 
Auf dieses „Astronomische Gradnetz'^, auf dem alle Ortsbestimmungen 
fiifsen, wird indes hier nur soweit eingegangen, als gerade erforderlich ist. 
Dasselbe besteht aus zwei Kurvenscharen, deren eine die der Parallelkreise, 
deren andere die der Meridiane heilst. Die mathematische Geographie 
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definiert die Parallelkreise als Linien gleicher Polhöhe^ und letztere 
ist gleich der geographischen Breite; daher sind die Parallelkreise auch 
Linien gleicher geographischer Breite. Lidern der ParaUelkreis, dessen 
Ebene durch den Erdmittelpunkt geht, und der daher ein gröiSster Ereis 
ist, die Polhöhe 0^ hat, bildet er den Ausgangspunkt der Zählung. (Äquator.) 
Denkt man sich die Linien von der Polhöhe 0^ 1^ 2^ • • • 89® auf der 
Erdoberfläche markiert^ ebenso die zweckmäfsig als Linien negativer Polhöhe 
zu bezeichnenden entsprechenden Linien auf der südlichen Hälfte der Erde^ 
80 erhält man in diesen Parallelkreisen die eine Linienschar des astronomischen 
Netzes. Die Er^nzung des Liniensjstems der Parallelkreise zum Flächennetz 
liefert das System der Meridiane. Ein Erdmeridian ist die Ver- 
bindungslinie der Orte gleichzeitiger Kulmination eines Sternes. 
Es werde nun der Erdmeridian, welcher durch einen bestimmten aus- 
gezeichneten Punkt der Erde^ z. B. durch den Meridianinstrumentpfeiler der 
Sternwarte von öreenwich geht^ als Nullmeridian angenommen. Ferner 
denke man sich; von einem beliebigen Punkte ausgehend; den Himmels- 
äquator in 360 gleiche Teile geteilt^ die man Grade (®) nennt; weil jeder 
Teil von der Erde aus gesehen unter einem Gesichtswinkel von 1^ erscheint; 
und diese Teilpunkte markiert (etwa durch je einen fiktiven Stern). Li 
demselben Augenblick; in welchem die auf dem Nullmeridian liegenden 
Orte einen bestimmten Teilpunkt des Himmelsäquators durch ihre Meridian- 
ebene passieren seheU; sieht eine Reihe von Orten den nächstfo^enden 
Teilpunkt; eine fernere Reihe von Orten den zweitfolgenden; eine andere 
den drittfolgenden u. s. w. kulminieren. Jede dieser Reihen liegt auf einem 
Erdmeridian und man nennt diesen bez. den 1*"°, 2***", 3*^ • • • 358***»°, 
359"'*'^ Meridian; der 360'** ist wieder der Nullmeridian. So die astronomische 
Zählung; während in der Geographie und Nautik vom Nullmeridian nach 
Ost und West bis 180** gezählt wird*). Durch die Meridiane ist das Netz 
der Erdoberfläche vervollständigt. Durch Angabe des Parallelkreises (9)) 
und des Meridians (X), auf denen ein Punkt liegt; ist dieser unzweideutig 
bestimmt und durch Beobachtung der Gestirne wieder auffindbar. 

Wäre die Erde eine homogene Kugel, so wären die Meridiane und ParaUel- 
kreise sich rechtwinklig kreuzende Kreise, welche, wenn man sie von Ghrad zu 
Grad ausgezogen denkt, sich gegenseitig in je 360 gleiche Teile einteilen würden; 
die Meridianebenen würden sich also in der Erdachse unter Winkeln von je 1^ 
schneiden; desgleichen würden die Erdhalbmesser, die durch die Schnittpunkte 
eines beliebigen Meridians mit allen Parallelkreisen gezogen werden, unter ein- 
ander Winkel von je 1^ einschlielsen. 

3. OrapUsche Ortsbestimmung. 

Auf den Nachbildungen der Erde (Globen) oder ihren Abbildungen 
(Karten) erleichtert man die graphische Ortsbestimmung und das 
Aufsuchen bestimmter Orte sehr durch Eintragung des Kugelnetzes mit 
bestimmten Intervallen; die man je nach dem Malsstab der Darstellung 

1) Wagner, Lehrbuch der Gfeogr. 6. Aufl. 1894, S. 66 ff. 
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gröfser oder kleiner nimmt. Man kann dann jedesmal ein Kurvenparallel- 
trapez angeben^ innerhalb dessen der Punkt liegt. Soll von einem ver- 
zeichneten Punkte Q (Fig. 3) die Breite und Länge an- 
** i 1 gegeben werden, so lege man erst durch den Punkt 
; 1 einen Parallelkreis P, d. h. eine Parallele zu den Grenz- 
! 1^ parallelen P^ und P^ und messe mit Zirkel und Mafsstab 
" — -^A deren Abstand m vom nächsten Parallel (P|). Nennt 

i»i J man h den in Winkelmala ausgedrückten Breitenunter- 

^ schied zwischen Q und P^, den zwischen den Parallelen 

^*' *■ Pj und Pg aber jB, ist femer M die Länge des Meridian- 

stücks zwischen P^ und P^, so müssen die gemessenen Abstände m und M 
in dem Verhältnisse stehen: 

g = jj, also 6 = ^3f 
Hat also P^ die Breite tp^, so hat Q die Breite 



9 = 9i + -^ 



m 
M 



Um die zwischen den Längen X^ und A^ der beiden örenzmeridiane 
M^ und Jlf2 gelegene Länge A des Punktes Q zu erhalten, messe man die 
Länge desjenigen Stückes p von P, das zwischen Q und M^ liegt, sowie den 
ganzen Bogen P. Man hat dann für den Längenunterschied zwischen 

wenn L der Längenunterschied zwischen M^ und M^ ist. Also ist: 

A = ^ — Lp- 

Diese Messungen werden dadurch erleichtert, dafs die Eurvenvierecke 
meist klein genug sind, um als geradlinig betrachtet werden zu können. 
Ist das Netz sehr engmaschig ausgezogen, so kann man oft die Punkte 
nach blolser Schätzung mit dem Augenmals bestimmen. 

Liegt die umgekehrte Aufgabe vor, einen Punkt nach gegebener Breite 
und Länge in das Gradnetz einzutragen, so sind in obigen Formeln h und l 
die gegebenen, dagegen die AbsiÄnde m und p die gesuchten Gröfsen, also: 

m = M-g, i? = Pj, 
wonach der Punkt eingetragen werden kann. 



Zweites Kapitel. 
Kartographische Vorbegriffe. 

1. Oröfse der Meridiane und Parallelkreise. 

Da die Meridiane von Pol zu Pol laufen und ihr Durchmesser gleich 
dem Erddurchmesser ist, sind sie alle grölste Kugelkreise und einander 
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gleich^ woraus u. a. auch die Willkür in der Wahl eines Anfangs- oder 
Nullmeridians resultiert. Wird; was für kartographische Aufgaben meistens 
genügt; die Erde als Kugel betrachtet und ihr Halbmesser = r gesetzt^ so 
ist der umfang eines beliebigen (ganzen) Meridians =s 2 rn. 

Die Parallelkreise dagegen sind nicht gröfste Eugelkreise^ denn ihre 
Halbmesser fallen^ von einer Ausnahme abgesehen, nicht mit irgend welchen 
Srdhalbmessem zusammen; die Durchmesser derselben sind Eugelsehnen. 

Den gröfsten Durchmesser besitzt der Parallel^ 
dessen Ebene den Erdmittelpunkt schneidet, 
der Äquator, der also auch ein grölster 
Ereis ist mit dem umfange = 2r7t, Die 
Bestimmung der öröfse aller andern Parallel- 
kreise, unter denen je zwei, ein nördlicher und 
ein südlicher, einander gleich sind, ergiebt 
sich wie folgt. Es sei (Fig. 4) ÄPQF' ein 
Meridiandurchschnitt der Erdkugel, PCP' die 
Erdachse, ÄQ die Ebene des Äquators, bez. 
ein Durchmesser desselben. CP ^ CA ^ r 
sind Erdhalbmesser. BD sei der Durchmesser 
eines beliebigen Parallels Ton der Breite (p, die den Abstand vom Äquator 
ausdrückt. Seine Lage kann aber auch durch den Abstand vom Pole P 
angegeben werden, = d. Dann ist d = 90*^ — g>. Nunmehr soll der Halb- 
messer BE durch den als bekannt Torausgesetzten Erdhalbmesser ausgedrückt 
werden. Fällt man Ton B auf AC das Lot BF, so ist BF^= CE und 
CF= BE, Femer ist 

0089 = -g^™ — , also CF = BE = r co^q). (1) 

Der Halbmesser eines Parallelkreises ist daher gleich dem Erdkugel- 
halbmesser, multipliziert mit dem Cosinus seiner geographischen Breite. 
Wie es sich später zeigen wird, ist es vielfach praktischer und bequemer, 
statt der Breite q> den Polabstand S zu benutzen. 

Es ist nach Fig. 4 

sin d = "BO "^ > somit BE = r sin d, (2) 

Der Halbmesser eines Parallelkreises ist demnach auch gleich dem 
Erdhalbmesser, multipliziert mit dem Sinus seines Polabstandes. 



2. Das Azimut. 

In der Kartenprojektionslehre versteht man unter dem Azimut eines 
Punktes P den Winkel oder Bichtungsunterschied, unter dem der Punkt 
von einem zweiten Punkte C aus gesehen erscheint in Bezug auf eine ein 
für allemal festgesetzte Richtungslinie; als solche gilt hier die 
Meridian- oder Nord -Südlinie. Es sei (Fig. 5) NS ein Meridianstück, auf 
dem C der Standpunkt des Beobachters und P der Punkt ist, dessen Lage 



8 



Einleitung. 




\s 



Fig. 5. 



in Bezug auf C bestimmt werden soll, so ist ^ « == ^ NCP das Azimut 

von P für C. Sind cc und CP = d bekannt, so ist P also dwrclix die schon be- 
kannten Polarkoordinaten bestimmt. Das Azimut wird hier 
in der Weise gezahlt, dafs man den Nordpunkt des jeweiligen 
Horizontes als Nullpunkt annimmt und nun im Sinne des 
Uhrzeigers fortschreitend die Winkel über nach S und W 
wieder bis N zählt. Da man indes bei den hier vorkommenden 
Winkelberechnungen in der Regel nicht über 180^ hinaus- 
zugehen pflegt, so ist es praktischer, vom .N^- Punkte aus auf 
beiden Seiten bis Ä, d. h. bis 180® zu zählen, wobei die 
rechts vom Meridian gelegenen Winkel als positiv, die links 
gelegenen als negativ angesehen werden. 

Azimut und geradlinige Entfernung lassen sich sowohl 
in der Ebene als auf der Eugeloberfläche zur Ortsbestimmung 
benutzen. Die geographischen Koordinaten A, g> geben eine 

absolute^) Ortsbestimmung, die azimutalen a, d dagegen eine, die nur für 

einen bestimmten Standpunkt gilt. 

3. Die Umwandlung geograpUscher Koordinaten (A,^) in azimutale (Polar) 

Koordinaten (a^S). 

Diese Umwandlung ist eine häufig vorkommende Aufgabe. Die geo- 
graphischen Koordinaten A, q> der Kugel entsprechen den rechtwinkligen 

rc, y der Ebene, und des Zusammen- 
hanges wegen, der hier obwaltet, em- 
pfiehlt es sich, die ebenen und sphäri- 
schen Koordinaten neben einander zu 
betrachten; denn die azimutalen (Polar-) 
Koordinaten gelten f(ir Ebene und 
Kugeloberfläche. 

In dem rechtwinkligen Koordinaten- 
system — Z, X; —Y,Y (Fig. 6) sei 
die Lage von P durch die Koordinaten 
X, y bekannt. Es ist OG = x, OF=y. 



I 



^. - 



'/ 



o 



:cy^' 



o 



Fig. 6. 



Da Oö = JPP, so ißt auch x = jPP. Es ist nun 

FP 



X 



^n ist aber das Azimut von P für und somit stets durch die Abscisse x 
und die Ordinate y gegeben. Aus <^ a kann auch die geradlinige Ent- 
fernung OP berechnet werden; denn es ist 

FP x 



OP=A^ = 



oder 



sina 



FO 



0P= ^-^ = 



cosa 



sina 



cosa 



1) d. h. absolut in Bezug auf einen ein für allemal gewählten Nullmeridian, dessen 
Wahl selbst aber willkürlich ist. 




3. Umwandlung geogr. Koordinaten (X, 9) in azimutale (Polar-) Koordinaten (or, ^). 9 

Sind umgekehrt a und OP bekannt^ so ergeben sieb 

a?=OP sin« und y==OP cos«. 

Auf der Kugeloberfiäcbe treten an Stelle der geraden Linien der Ebene 
gröfste Kreise^ bez. Teile derselben, und die von ihnen eingeschlossenen 

Winkel werden hinsichtlich ihrer Gröfse durch 
die Tangenten bestimmt, die im Schnittpunkt 
der jene bildenden Eugelkreise an diese gezogen 
werden. Dem ebenen Dreieck OFP entspricht 
hier das sphärische ONP (Fig. 7). Es sei 
Fig. 7 die Erdkugel, ihr Halbmesser r = i an- 
genommen. und P sind zwei Punkte, deren 
geographische Koordinaten bekannt sind. 
habe die Breite q>Q, P die Breite 9. Ihre 
Längen, .vom Nullmeridian gezählt, sind auch 
bekannt, können aber in der üblichen Fassung 
(Aq, l^) nicht benutzt werden. Da der Null- 
punkt der azimutalen Koordinaten sein soll, mufs ihr Längenunterschied 
Xq — ki = l benutzt werden. 

N ist ein Pol, ÄQ der Äquator. In dem sphärischen Dreieck NOP 
sind bekannt die Seiten NO = 90® — q>Q, NP =90^ — 9 (Polabstände) und 
der von ihnen eingeschlossene Winkel A. Wird die dritte Seite OP mit S 
bezeichnet, so ist 

cos * == cos (90*> — 9o) (cos 90® — 9) + sin (90® — ^o) sin (90® — 9) cos A 

oder etwas einfacher: 

cos d = sin 9q sin 9 -f- cos fp^ cos 9? cos A. (l) 

Alsdann ergiebt sich das Azimut a des Punktes P für aus 

sin (90* — ©) sin A cos sin A z^x 

sma = — ^ r-^ = ^L-- (2) 

sind sind ^ ^ 

Die Gleichungen (1) und (2) geben die Lösung der Aufgabe för den all- 
gemeinen Fall; dieselben erfahren bei der numerischen Berechnimg noch insoweit 
Änderungen, als diese durch die Vorzeichen der Winkelfunktionen, die von der 
Gröfse der Winkel abhängen, bedingt werden. Bei dem allgemeinen Fall ist 
die Lage des Null- oder Hauptpunktes beliebig auf der Kugel gewählt. Es giebt 
aber zwei GrenzfUUe, bei denen die Aufgabe wesentlich einfacher wird. 

1. Grenzfall: Der Hauptpunkt fällt mit dem Pole der Erdkugel zusammen, 
d. h. q>Q = 90®. Dann ergiebt sich aus Gl. (l) * = 90® — tp und aus (2) 
CK = A; d. h. nichts anderes als daüs, wenn der Pol Hauptpunkt ist, die sphärische 
Entfernung S durch das Komplement der Breite (den Polabstand) und das Azimut 
durch den Längenunterschied gegeben ist. In diesem Falle sind die azimutalen 
Koordinaten also recht einfach aus den geographischen zu bestimmen. 

2. Grenzfall: Der Hauptpunkt liegt auf dem Äquator, ^q = 0®. 

Es folfft aus (1) ^^„x ^«„ «^« t 

° ^ ^ cos = cos q> cos A. 

Um Gl. (2) zu yereinfachen schreibe man statt 

cos op sin A .. 1 . . » cos sin A . , 

sm a = r— 35 — zunächst sm c = r , und nach vorigem 

sind sma ' ^ 

cos d = cos 9) cos A. 
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Werden diese beiden Gleichungen quadriert und addiert, so erhält man: 

. 9 » cos' q> sin* X 
sin' = ^ 

cos* S = cos* q> cos* X 



sin* ö -(- cos* d = 1 «= ^ 1- cos* q> cos* X , und nach einer Umformung 

1 = cos* <p ( cos* X + -j-s- ) und — =— = cos*il + -^— r" • (») 
^ \ ' sm'a/ cob'9 ' sm"a ^ ^ 

Es kann nun gesetzt werden: 

8 ctg' 9 2, . . o, j . 2 tg*a 

cos* 00 == ^ . . «— , cos' X = 1 — sm* X und sm' cc = ^ , . , — • 
^ 1 + ctg* 9 ' 1 + tg" a 

Werden diese Ausdrücke in (a) eingesetzt, so erhalt man: 

l±^'^ = 1 - sin»! + 8inU(i±iSi^ 
ctg' 9 ' tg' a 

tg'a — sin'i tg*a + sin'Z + sin'X tg'a 

tg' ff + sin* X 

Daraus folgt: 

*?* « + tg* « ctg* q> = ctg* 9> tg* a + sin* A ctg* (p , 

tg* « = sin* X ctg* 9 , und endlich 
tg of = sin A ctg q>. 

Für den zweiten Grenzfall lauten denmach die Gleichungen 

cos d = cos 9 cos A (3) , tg a == sin A ctg q>. (4) 

Die Berechnung azimutaler Koordinaten a, ö aus geographischen ist eine 
Vorarbeit, die für viele geographische Karten erforderlich ist. Es handelt sich 
dabei um die Werte a, d fOr die Schnittpunkte der Meridiane und Parallelkreise 
in Bezug auf den fOr die Karte gewählten Mittel- oder Hauptpunkt. Je nach 
der Gröfse des abzubildenden Gebietes imd der Dichtigkeit der zu verzeichnenden 
Netzlinien ist die Arbeit mehr oder minder umfangreich. Für eine grofse Anzahl 
wichtiger Hauptpunktsbreiten (^q) hat Hammer (Die geogr. wichtigsten Karten- 
projektionen, Stuttgart 1889) diese Werte berechnet 

4. Die OrtlLodrome. 

In dem sphärischen Dreieck NOP (Fig. 7), in dem vorher -^NOP^^a 
und OP ^=^ d als azimutale Koordinaten des Punktes P für berechnet 
worden sind, sind die Bogen NO und NP als Teilstücke von Meridianen 
Stücke gröfster Kreise; aber auch Bogen OP====ö ist ein Teil eines grölsten 
Kreises, da durch und P und den Kugelmittelpunkt eine Ebene gelegt 
werden kann. Denkt man sich OP über P hinaus genügend verlängert, so 
muls die Verlängerung schlielslich wieder erreichen. Als gröfster Kreis 
ist diese, Orthodrome oder rechtläufige Linie eine geschlossene Kurve. 
Sie ist gleichzeitig die kürzeste Verbindung zweier Punkte der Kugel- 
oberfiäche und entspricht als solche der Geraden in der Ebene, mit der 
Einschränkung jedoch, AsSb sie nicht wie jene hinsichtlich der Anfiangs- 
richtung unverändert bleibt. Weil sie auf der allseitig gekrümmten Kugel- 
oberfläche verläuft, erscheint sie zwar für den jeweiligen, aber stets sich 



4. Die Orihodrome. 
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ändernden Horizont als eine Oerade^ aber die Ton ihr geBchnittenen Meridiane 
werden nicht unter dem gleichen Winkel Ton ihr gekreuzt, weil letztere 
nicht parallel sind, sondern gegen die Pole konyergieren. Die Orthodrome 
besitzt nicht nur für den Seemann, der das Innehalten ihres Verlaufes das 
Segeln auf dem gröfsten Kreise nennt, sondern auch für den Geographen 
grolse Bedeutung. Die kürzeste Entfernung zweier Orte zu ermitteln, ist 
eine oft wiederkehrende Aufgabe; sie ist bereits behandelt, denn sie lauft 
darauf hinaus, die sphärische Entfernung d zu finden (S. 9). Es kann sich 
aber auch darum handeln, den Verlauf einer Orthodrome auf einer Karte 
zu yerzeichnen. Da dieselbe aber auf Karten im allgemeinen die Oestalt 
einer Kurve erhält, mufs eine Anzahl Ton Punkten derselben rechnerisch 
ermittelt werden, worauf die Verzeichnung erfolgen kann. 

Es seien (Fig. 8) 
und P zwei Orte, 
deren geographische 
Koordinaten gegeben 
sind; OP ist die 
Orthodrome. Nach 
Gl. (1) S. 9 kann 
OP SS i^ und nach 
Gl. (2) das Azimut a 
berechnet werden^). 
Um die Linie auf einer 
Karte einzeichnen zu 
können, mufs man die geographischen Koordinaten ihrer Schnittpunkte mit 
den zwischen und P liegenden Meridianen kennen. 

Es sei X der Längenunterschied zwischen und P, und der Winkel der 
Einfachheit halber durch die Zwischenmeridiane in gleiche Teile geteilt, 
also dafs ili = ilj = A, u. s. w. Ferner sei, indem der Meridian von als 
NuUmeridian angenommen wird, die Breite von 0^=q>, der Polabstand also 
90^ — g>^ i. Da a als bekannt betrachtet wird, so ist in dem sphärischen 
Dreieck NOO, bekannt die Seite NO = 9Q9 — (p = d, der Winkel bei = « 
und der bei ^=Ai. Daraus kann die a gegenüberliegende Seite WO, = ^,, 
und die dem Winkel A^ gegenüberliegende Seite 00, = l berechnet werden. 
Es ist ^ 

, cos -^(a — L) , 

tgi(*, + h—r: ■ tg-F* (1) 




Flg. 8. 



und 



tgi(*,-o 



cos j (« + ^i) 

8ini(a — Xj) 
8inY(a + ^) 



•tg-l-*- 



(2) 



1) Es ist danach gestrebt worden, die allgemein üblichen Bezeichnungen auch hier 
anzuwenden. In diesem Falle ergiebt sich daraus der kleine Übelstand, dass mit 9 
einmal der Polabstand »90^ — 9 = ON, das andere Mal die sphärische Entfernung 
OP bezeichnet wird. Bei einiger Aufmerksamkeit können Missverslftndnisse wohl ver- 
mieden werden. . 
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Hieraus ergiebt sich die halbe Summe und die halbe Differenz der beiden 

Seiten und somit auch jede einzelne Seite. Damit sind die geographischen 

Koordinaten des Punktes 0, gegeben. Es wird nun wieder das Azimut a des 

Punktes P für 0, und der Abstand 0,P berechnet^ und dann nach (1) und (2) 

das nächste Dreieck N0,0„ aufgelöst. Diese Operation wird so oft wiederholt, 

bis der letzte Tor P liegende Punkt 0« bestimmt ist. Die berechneten Punkte 

werden in die Karte eingetragen und mittelst des Kurvenlineals verbunden. 

Beispiel: Auf Orund dieser Rechnungen hat die Orthodrome zwischen 
La Guayra (10® 30' n. Br., 67^ w. L.) und Cap Lizard (50® n. Br., 5® 15' w. L.), 
deren Koordinaten hier abgerundet sind, folgenden Verlauf. (Vgl. ihre Dar- 
stellung auf mehreren Skizzen im Texte.) 

La Ouayra Oap Linrd 



X » 


0» 


y> 


70 


120 


170 


220 


270 


820 


870 


420 


470 


620 


570 


610 45' 0, L. T. La Goayn 




67<» 


66" 


60» 


660 


50O 


460 


400 


850 


300 


250 


200 


150 


100 


50 16' w. L. T. Oreenw. 


y=fc 


10030' 


12« 54' 


18*86^5 


28060' 


280 82' 


32040' 


86017' 


890 24' 


420 3J5 


440 19' 


460 12' 


47056' 


490 6' 


500 0' 


6 = 


6S0 58J5 


60» 58' 


580 26' 


460 25' 


39055' 


88056' 


28028' 


23027' 


180 49' 


14032' 
59059' 


10032' 


60 48' 


3012' 


000' 


890 iK5 


89« 28' 


40049' 


460 24^6 


44051' 


470 24;5 


50O18J5 


530 18' 


560 88;6 


63032' 


680 27' 


710 86' 





Wird der Erdhalbmesser auf rund 6370 km oder 1** des Äquators =111 km 
gesetzt, so entspricht der Bogenabstand zwischen La Guayra und Cap Lizard 
von rund 63^ 58' einer Entfernung von 7104 km. 

Orenzfälle der Orthodrome: 1. Ist der Längenunterschied der beiden 
durch die Orthodrome zu verbindenden Punkte =0, d. h. liegen dieselben auf 
demselben Meridian, so wird, wenn q>Q imd q) ihre Breiten sind, nach 61. (l) S. 9 
d =s 0P^=^ q>Q — q>j was auch von vornherein klar ist; auch das Azimut der 
Orthodrome ist überall a = 0** bez. 180^, was aus (2) folgt. Die Orthodrome 
fällt also hier mit einem Meridian zusammen. 

Der zweite Grenzfall kann eintreten, wenn die beiden Punkte die gleiche Breite 
haben: q>Q='(P' Sie liegen dann auf demselben Parallel, der aber wie bekannt 
kein gröister Kreis, und somit auch nicht Orthodrome ist. Eine Ausnahme 
bildet nur der Äquator, der von allen Parallelkreisen allein ein gröfster Kreis 
ist. Ist nun ^^ = ^ = 0®, so wird nach (l) S. 9 rf=OP=il, d. h. die sphä- 
rische Entfernung ist durch den Längenunterschied gegeben. Aus (2) S. 9 folgt 

sin cf = cos 9 = cos 0® = 1 , a = 90®, 
« 
d. h. die Orthodrome schneidet die Meridiane rechtwinklig. Zwischen zwei auf 

gleichem Parallel liegenden Orten bildet also, vom Äquator abgesehen, das Stück 

des Parallels nicht die kürzeste Entfernung. 



5. Die Loxodrome. 

Die Loxodrome oder schiefläufige Linie schneidet die Meridiane stets 
unter dem gleichen Winkel. Da diese nach den Polen hin konvergieren, 
so mufs die Loxodrome stetig ihre Richtung ändern, um den jeweilig 
nächsten Meridian unter dem gleichen Winkel zu schneiden, wie die vorher- 
gehenden. Es seien wieder und P zwei der Lage nach bekannte Punkte, 



Nördl. Breite 


00 


50 


100 
130 6fB 


150 


200 


250 


800 


850 


40O 


450 


BOo 


L&nge 


000' 


60 31J5 


19047J5 


iS^SSf 


8304IJ5 


410 2J5 


48047' 


570 o;6 


6505IJB 


75031' 




8O046' 
weitU 


74014J5 
che L&nc 


67040' 
fe von G 


600 59' 
Ireenwidi 


5408;5 


470 B' 


89043(5 


3105956 


2S046' 


14064;5 


5015' 



6. Die Loxodrome. 



IS 



die nmuuehr durch die Loxodrome yerbunden seien; dann wird durch sie 
und den Pol ein sogenanntes loxodromisches Dreieck gebildet, das nach den 
Gesetzen der loxodromischen Trigonometrie aufgelöst wird^). 
Die Hauptgleichung der Loxodrome lautet: 

l = tg«.Ztg(45» + |), (1) 

in der L, das nun aber in Bogen- nicht in Winkelmafs gegeben ist, die Länge 
des Ausgangspunktes, vom Schnittpunkt der Loxodrome mit dem Äquator 
(X^ = 0^) gerechnet, a den sogenannten Eurswinkel, und 9 die geographische 
Breite des Ausgangspunktes bedeuten, wogegen l das Zeichen fiir den natürlichen 

Logarithmus (auch log. nat. geschrieben) ist, dessen Basis e = 2,718 281 8 

Die wichtigste Aufgabe ist die, die zwei der Lage nach bekannte Orte 
verbindende Loxodrome zu bestimmen. Für den Ort, dessen Koordinaten 

i,^ sind, ist x = tg«.?tg(450 + f), 

wofür man auch schreiben kann 

A ctg« = ag (450 + 1). (a) 

Für den zweiten Ort mit den Koordinaten Vy <p' hat man: 

rctga = Ztg(45« + ^). (b) 

Wird (b) von (a) subtrahiert, so ergiebt sich: 

(l - i') ctg« = Z tg(45« + f) - i tg(450 + ^) (2) 

X — X' r= Xd gesetzt. 



ond 



also auch 



ctg« = 



tga = 



(2 a) 
(2 b) 



^tg(450 + |)-.Zi^(46« + |:): 

woraus die Gröfse des Kurswinkels folgt. 

Sobald der Kurswinkel a der Loxodrome bekannt ist, kann fQr jede 
Breite <p die geographische Länge der Linie berechnet werden, wenn noch 
ein Punkt derselben seiner Lage nach bekannt ist. 

Eine zweite Aufgabe ist die, die Länge der Loxodrome zwischen zwei 
gegebenen Punkten zu bestimmen. Sind <p' und 9 die Breiten, X der 
Längenunterschied der beiden Punkte, so ist deren loxodromische Entfernung 

COB X ^^ ^^ 

Die folgende Tafel giebt den Lauf der Loxodrome zwischen La Guayra 
und Cap Lizard (vgl. die Skizzen). Der Kurswinkel ist a=52®3l' abgerundet. 
Dazu s. auch Fig. 9. 



56" 



86<>14^ 



6028^6 



60° 



980 24^5 



n^ssf 



65« 



112« 84' 



81« 47(5 



70« 



129« 40^5 



48«54;5 



75" 



151«80;5 



70«44' 



80« 



182« 2J5 



101«16Jö 



85« 



288« 58' 



168« 12' 



90« 



öBtl. y. Äquatonchnittpunkt 



Ostliche Lftnge von Greenwich. 



1} Qrunert, Loxodromische Trigonometrie, Leipzig 1849. 
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Da der Knrswinkel konstant ist. so schneidet die Loxodrome die südliclien 
Parallelkreise unter dem gleichen Längenabstand von iliMm Aquatorschnittpunkt, 

wie die nördlichen; man kann 
daher aus obiger Tafel auch den 
Verlauf auf der Südhalbkugel leicht 
ermitteln. Mit Hilfe dieser Daten 
kann die Loxodrome in di« Karte 
eingezeichnet werden. 

Aus der Gleichung (1) folgt 
1) dals es zu jedem Werte q> nur 
einen einzigen Wert X giebt, d. h. 
die Loxodrome schneidet jeden 
Parallelkreis nur einmal; 2) dals 
die Loxodrome nie den Pol er- 
reichen kann. Dagegen kann man 
jeden Wert X um 2«, 2 • 2«-, 
3*2« • • • vermehren, und wird 
doch stets einen reellen, positiven 
Wert q> erhalten. Daraus folgt, 
dafs die Loxodrome die Meridiane 
unendlich oft schneidet; sie windet 
sich spiralförmig um den Pol, ohne 
ihn zu erreichen. 

GrenzfäUe der Loxodrome: 
1. Fall. Kurswinkel a = 0^ Die 
Gleichung (l) ergiebt dann das 
Resultat = 0, d. h. die Loxodrome 
fällt mit einem Meridian zusammen 
und schneidet alle Parallelkreise auf derselben Länge, erreicht in diesem Falle 
auch den Pol. Die Meridiane bilden demnach einen Grenzfall sowohl für die 
Orthodrome als auch Loxodrome. 

2. FaU. Es ist a = 90^ Da tg 90^ = 6o, ergiebt die Gleichung (2 b), 
dafs der Nenner = sein muTs, was nur eintritt, wenn ^ = q>\ Es findet 
sonach keine Änderung der Breite statt, d. h. die Loxodrome Mit mit irgend 
einem Parallelkreise, darunter auch der Äquator, zusammen. Die Parallelkreise 
bilden also auch einen Grenzfall dieser Linie, und der Äquator kann wie die 
Meridiane sowohl als Loxodrome wie auch als Orthodrome aufgefafst werden^). 
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Fig. 9. 



Erster Abschnitt. 

Allgemeines fiber Abbildungen. 

1. Engeloberfläche und Abbildungsfläclien. 

Die Projektionen sind aus dem Bedür&is entstanden^ die ganze Erd- 
oberfläche oder Teile derselben in verkleinertem Malsstabe in handlicher 
Form abzubilden und dabei der Forderung zu genügen, dab das Abbild, 
die Karte, in geometrischer Hinsicht möglichst gleiche Eigenschaften mit 
dem ürbilde habe. Die Erdoberfläche besteht aus Teilen von verschiedener 



1) Näheres s. noch bei Breusing, Steuermannskunst, Bremen, oder Freese, Lehr- 
buch der Navigation, Stade 1888, S. 255 ff. 
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physischer Beschaffenheit^ d. h. verschiedener stofflicher Unterlage^ ver- 
schiedener Art der Bearbeitung oder Kultur^ verschiedener Bestimmung und 
Wichtigkeit. Solche Flachenteile sind durch Linien^ die in der Erdoberfläche 
liegen und entweder deutlich bezeichnet oder nur gezogen gedacht werden^ 
von einander getrennt; diese Linien verzweigen sich in einzelnen Punkten; 
au(serdem können noch vereinzelte Punkte in den Flächen von besonderer 
Bedeutung sein. Die Aufgabe der Abbildung ist deshalb die Wiedergabe 
einer auf der Oberfläche liegenden Linien- und Punktschar. Da irgend 
ein beliebiger Punkt der Erdoberfläche durch seine geographische Breite 
und Länge unzweideutig gegeben ist und in dem Netz der Parallelkreise 
und Meridiane rasch wieder aufgefunden werden kann, so kann man die 
Aufgabe im wesentlichen als gelöst betrachten^ wenn man dies letztere Netz 
abgebildet hat. Die Grundaufgabe wird also die sein^ einen beliebig ge- 
gebenen Meridian und einen beliebig gegebenen Parallelkreis abzubilden; 
denn wenn man jeden beliebigen abbilden kann^ kann man alle abbilden. 
Da aUe Abbildungen von grölseren Teilen der Erdoberfläche nur in 
bedeutender Verkleinerung ausgeführt werden , so ist es niemals nötig auf 
die kleinen Unregelmäfsigkeiten in der Gestalt der Netzlinien Rücksicht zu 
nehmen, da dieselben bei der Reduktion unmerklich werden. Es ist sogar 
fQr viele Zwecke genügend, die Erde als vollkommene Eugel zu betrachten 
und demgemäb das Eugelnetz abzubilden. Hier wird dieses Netz durchweg 
zu Grunde gelegt werden. Daher wird auch geographische und geozentrische 
Breite als identisch betrachtet, d. h. als geographische Breite eines Ortes 
der Winkel angenommen, den der nach dem Ort gezogene Halbmesser mit 
der Aquatorebene bildet. 

Von der Erdoberfläche kann eine vöUig befriedigende Abbildung nur 
auf einer Eugeloberfläche ausgeführt werden. Denkt man sich nämlich 

letztere, die Bildkugel, konzentrisch mit ersterer, 
und nach jedem abzubildenden Punkte P der 
Erde einen Halbmesser gezogen (Fig. 10), so 
schneidet dieser die Bildkugelfläche im Punkte j?, 
der als Büd von P angesehen werden kann. 
Je zwei Punkte P und P^ des Originals und die 
zugehörigen Bildpunkte p und p' haben dann 
die Eigenschaft;, daCs die Bogen PP' und pp' 
sich verhalten wie die Halbmesser B und r. 
Nimmt man noch einen dritten mit P und P' 
^^^' ^^' nicht in derselben Ebene gelegenen Punkt P" 

hinzu, so gilt derselbe Satz für die Bogen PP" \md pp'\ sowie P'P'' und p'p''y 
und man hat zwei ähnliche sphärische Dreiecke PP'P^' und pp'p" auf beiden 
Kugeln, so dafs auch die drei Winkel dieser Dreiecke einander gleich sind. 
Da man jede beliebige Figur auf einer Eugelfläche zusammengesetzt denken 
kami aus lauter Stückchen grölster Kreise, so kann man jede Figur in 
sphärische Dreiecke zerlegt denken, wovon sich jedes auf der Bildkugel 
ähnlich, d. h. mit gleichen Winkeln und Seitenverhältnissen abbildet. Folglich 
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wird überhaupt jede Figur auf der Erdkugel geometrisch ähnlich auf der 
Bildkugel abgebildet. Man nennt diese Eigenschaft der Abbildung Kon- 
formität oder (nach Breusings glücklicher Verdeutschung) Winkeltreue. 
Das Verkleinerungsverhältnis oder der Ma&stab für jede Länge der Kugel 
ist durch das Halbmesseryerhältnis r : B gegeben. Denkt man sich auf der 
Erdkugel ein kleines Quadrat gezogen^ dessen Seite = a ist^ so entspricht 

ihm ein Bildquadrat, dessen Seite =0,-^ ist. Während der Flächeninhalt 

jenes = a^j so ist der des Bildquadrates "= ^^ ~pi * ^^ ^^^ ^i^^ j^^^ Fläche 
auf der Kugel in ein (je nach Bedür&is sehr engmaschiges) Quadratnetz 
eingeteilt denken kann, wovon sich jedes einzelne Quadrat im Verhältnisse 

^ an Flächeninhalt verkleinert abbildet, so sieht man daraus, dab sich 

alle Flächenteile der Kugel in demselben Verhältnisse verkleinert abbilden, 
also ihr gegenseitiges Gröfsenverhältnis nicht ändern. Diese Eigenschaft 
der Abbildung nennt man Äquivalenz oder (nach Breusing) Flächentreue. 

Die Abbildung auf der Bildkugel stimmt in allen ihren Eigenschaften 
mit dem Original völlig überein, sie ist nur im Malsstab von r : R ver- 
kleinert. Eine solche zugleich winkeltreue und flächentreue Abbildung 
lä&t sich aber nur auf einer Kugeloberfläche erreichen. Ein Globus ge- 
stattet deshalb die beste Darstellung der Erdoberfläche. 

Das praktische Bedürfiiis macht aber die Projektion auf die ebene 
Fläche des Papiers oder einer Tafel unabweislich. Man muls also die Ab- 
bildung des Kugebietzes auf eine Ebene genauer studieren. 

Zur Vereinfachung des Ausdrucks soll im folgenden die Annahme 
gemacht werden, es sei die Erde auf einen Globus in einer gegebenen Ver- 
kleinerung abgebildet, und die Aufgabe sei nun die der Projektion von dem 
Globus auf eine Ebene, und der Halbmesser des Globus sei durchweg r => 1 
angenommen. Man wird auf diese Weise der Notwendigkeit, von der all- 
gemeinen Verkleinerung aller Dimensionen zu sprechen, enthoben. 

Bei der Abbildung auf eine Ebene ist zu bemerken, dafs eine Ebene mit 
einer Kugelfläche nur in einem Punkte zusammenfallen kann, nämlich, wenn sie 
Tangentialebene ist, im Berührungspunkte. Je weiter man sich von diesem ent- 
fernt, um so grölser wird der Abstand von Kugel und Ebene, und um so mehr 
wird die Abbildung auf der Ebene von dem Bilde der Kugeloberfläche abweichen. 

Dieser Umstand, dafs das Abbild Veränderungen im Vergleich zum 
Urbilde erleidet, hat zu dem Gedanken geführt, die Abbildung auf ab- 
wickelbare Flächen zu versuchen, d. h. auf solche krummen Flächen, die 
ohne weiteres in die Ebene ausgebreitet werden können, aber nicht nur 
einen Punkt, sondern eine krumme Linie mit der Kugel gemein haben. 
Die einfachsten dieser Oberflächen sind die Mäntel des Kegels und Cylinders. 
Kegel und Cylinder können eine Kugel in einem Ejreise berühren oder in 
zwei Kreisen schneiden. Schneidet man den Kegel- oder Cylindermantel längs 
einer Erzeugungslioie auf, so läfst er sich in die Ebene ausbreiten. Hierbei 
behält jedes Bogenstück des gewesenen Berührungs- oder Schnittkreises seine 
Länge ungeändert bei, nur die Krümmung wird verändert. Der schmale 
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Slareifen^ der diese Linie auf der Erdoberfläche unmittelbar einschlielBt; 
kommt deshalb auf der abgewickelten Mantelfläche unyerzerrt zur Dar- 
stellung. Dieser Streifen ist also desselben Vorzugs teilhaftige den bei der 
Projektion auf die Berührungsebene nur die unmittelbare Umgebung des 
Berührungspunktes genieist. Mit der Entfernung von dem Berührungs- 
oder Schnittkreise wächst aber auch hier der Abstand der Eugel von der 
Mantelfläche y und die Abbildung auf letzterer erleidet wie die auf die 
Ebene gewisse Änderungen oder Verzerrungen, die nun im allgemeinen 
untersucht werden müssen. 



2. Das Verzemmgsgesetz. 

1. Die Indikatrix. Man denke sich auf der Erdkugeloberfläche um 
einen beliebigen Punkt einen kleinen Ereis beschrieben, dessen Halbmesser, 
etwa 1™ oder 1 Bogensekunde, hier die Einheit sei, und daher schlechtweg 
mit 1 bezeichnet werde, während alle Werte, die jetzt ermittelt werden, in 
Teilen oder Vielfachen dieser Einheit ausgedrückt werden. Es werde auch 
angenonunen, dals die Abbildung ohne Malsstabsänderung erfolgt. Bei der 
Projektion auf eine Ebene oder abwickelbare Fläche wird dieser Ereis im 
allgemeinen als eine Ellipse abgebildet werden, deren grofse halbe Achse 
= a, deren kleine =h sei, und die die Indikatrix genannt wird. Die Ab- 
weichung der Gböfse dieser Achsen vom Halbmesser =» 1 bestimmt das MaTs 
der in einem Eartenpunkte auftretenden Verzerrungen. Jedem Punkte M des 
ürbildkreises entspricht ein Punkt M' der Bildellipse, dessen Lage ermittelt 
werden kann. Zu diesem Zwecke denke man sich auf den kleinen Ereis 
die Bildellipse so gelegt^ dab die beiden Mittelpimkte sich decken und die 
Achsen der Ellipse auf die Durchmesser fallen, die am stärksten verändert 
werden. Sind a die grofse, h die kleine halbe Achse der Ellipse, so lautet 
for einen Punkt, dessen Eoordinaten oc, y sind, die Mittelpunktsgleichung 

der Ellipse a*y* -|- ll^x^ = a*5*, oder durch 

a*5* dividiert: 




6* + a» "" •^• 



(1) 



Der Ereis ist eine Ellipse mit gleichen 
Achsen (a= 2)); seine Mittelpunktsgleichung 

y* -|- a;* = a* 

kann auch geschrieben werden: 



o» ^ a* ^• 



(2) 



Fig. 11. 



Aus Gleichung (1) und (2) folgt: 
Beschreibt man über der grofsen halben 
Achse a einen Ereis mit derselben, so verhalten sich bei gleichen Abscissen x 
die Ordinaten y des Ereises zu denen der Ellipse wie a : h. Man beschreibe 
also um den gemeinschaftlichen Mittelpunkt (Fig. 11) mit der grofsen 
halben Achse a als Halbmesser einen Ereis; M sei ein Punkt des kleinen, 
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als Ellipse projizierten Kreises^ dessen Bildpimkt auf der Ellipse gesucht 
wird. Man ziehe den zu M gehörigen Halbmesser und projiziere M durch 
Verlängerung von OM bis auf R im zweiten Kreise. Wird nun von R auf 
die grolse Achse ein Lot gefällt^ so trifft dies die Ellipse in M\ und dieser 
Punkt ist der Bildpunkt von M und R. 

Nun ist 08 = X sowohl für itf' als i2 die Abscisse und nach obigem 

Satze besteht somit die Gleichung: SM': SR = 5 : a, folglich ist SM'= SR — 

Zum gleichen Resultate gelangt man^ wenn man, ohne mit a den Ereis zu 
beschreiben, von M das Lot f ällt, dessen Abscisse im Verhältnis von a zur 
Längeneinheit vergrölsert bis S, und in S das Lot errichtet, das die Ellipse 
in M' trifft. 

Die Lage des Punktes M' auf der Indikatrix hängt also von dem Ver- 
hältnis der beiden Halbachsen: — ab; je weniger a und h von der Einheit, dem 
Halbmesser des kleinen Eugelkreises, abweichen, je mehr also — sich dem Werte 1 

nähert, desto kleiner ist die Verschiebung; bei a=^l> ^^ 1 fällt M' auf M; 
hei a = &^l liegt M' auf OM oder seiner Verlängerung. Je mehr a und h 
untereinander und von 1 abweichen, desto gröfser die Verschiebung von M\ und 

wenn 5 = 0, also auch — = wird, ist die Indikatrix zur Geraden geworden, 

wie bei a = h zum Kreise. In diesem Falle fällt M' in die Gerade selbst. 

2. Winkelvenerrong. Mit der Abbildung des kleinen Kreises der 
Kugel als Indikatrix auf der Ebene geht eine Winkeländerung Hand in 
Hand. Der Winkel u, den der Halbmesser OM mit dem in die Richtung 
der Halbachse a fallenden Halbmesser einschliefst, ^^u^^ ÄOM wird in 
der Indikatrix zu '^u=ÄOM\ Es geht daraus hervor, dafs alle spitzen 
Winkel, deren einer Schenkel mit der HAuptrichtung a, der ersten, zu- 
sammenfällt, in der Indikatrix verkleinert abgebildet werden. Es ist 

RS ^ , M'S 

, tgu M'S b 

also ? — = -Töo^ = — 

tgu RS a 

und tgu' = —tgu ' 

Die Winkeländerung hängt demnach auch von dem Werte — ab. 

In dem Dreieck ORM' ist der Winkel bei = ROM' = u — u\ 
der bei R = ORM' = ^^^ — u und in dem Dreieck OR'M' ist der Winkel 
bei = R'OM' = w + w', der bei R' = OR'M' = 90® — u. 

Nach dem Satze: „Die Seiten eines Dreiecks verhalten sich wie die 
Sinus der gegenüberliegenden Winkel," folgt 

RM' : OM' = sm{u — u'): sin (90® — u) 

und R'M' : OM' = sin (t* + u) : sin (90® — w), 

und hieraus R'M' : RM' = siji(u -{- u') : Bm{u — w'). 

Es ist aber R'M' = R'S + SM' und RM' = RS — SM', aber auch 

SM' = RS'^, also 



-T 



und 



folglich 
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B'M' = B'8 + SM' = JKS + ÄS • - 
EM' = E8 — SM' = BS — BS'-, 



BM' 


BS-BS^ Bs(l-^y 


B'M' 
BM* 


Bin (tt + u') ' a a + 6 
Bin (u — «') b a — b 

a 


^i'\ 


— aiTi (u -1- fi.'^ • 



und 



Der Winkel (u — w') ist die Verzerrung, die der Winkel u in der 
Indikatrix erleidet, durch die er die Grölse u erhält. Wenn der Wiokel u 

von A aus (Fig. 10) nach B hin wächst, also Ton 0® auf 90® = -^ zunimmt, 

so nimmt auch die Verzerrung (u — u) zu, und zwar von bis zu einem 
gewissen Maximalwert o, und sodann wieder ab bis zum Werte 0, der bei 

B erreicht wird. Das Maximum für u — w' — © tritt ein, wenn t* + 1«' = -^ 

werden. Werden in diesem Falle die entsprechenden Werte von u und u 
mit U und U' bezeichnet, so ergiebt sich unter Berücksichtigung der 

früheren Gleichung tgw' = — tgw, und des Umstandes, dafs bei w + w' = 90® 

igte SS cigu bez. tgte' =» ctgt« ist, 

. . 6 . 6 1 

igu ^= — ctg w = — 



» a tg«'' 

tg't*' = — und tgM' = tg?7' = 
und analog 

tgii--^ctgti =-j-t^. 





b — ^"^ «^^ r b 
Wenn (u + w') = 90®, so erreicht (t* — u) das Maximum = w; also 

sin (u — m') = sin © = , , (sin t* + w') ; 

da nun hier w + w' = 90® und sin 90® = 1, so ist 

a — b 
sin CD = — ttl • 

Dieser Ausdruck für oo, der für die praktischen Bedürfidsse fast stets 
genügt, kann noch durch einige andere ersetzt werden. So ist 



cos CD 

und 



'^ r (a + 6)* r (a + 6)* a + b 



a — b 



, Bin m a -\-b a — b 

a + b 
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Nach S. 19 ist aber auch U + U' = ^ 



also 



9r . CO 



U= — +- 
4*2 

Von dem Mittelpunkte des kleinen Kreises lassen sich auf der Engel 
zwei Geraden unter dem Winkel U gegen die der grofsen Indikatrixachse ent- 
sprechende Hanptrichtnng a ziehen, die daher zn a Sjmmietrisch liegen. Der 
Winkel beider Geraden gegen a wird in der Indikatrix, in der Abbildung, um 
den Betrag oo verändert, somit der Winkel, der zwischen ihnen liegt, um 2a>. 
Derjenige Winkel, welcher durch die Projektion am stärksten verändert wird, 
also der Winkel U^ wird in seine Ergänzung auf 180^ verwandelt, da nämlich 
U+ U' = 90^ so ist 2U' = 180<> — 2U. Die Gröfse 2 cd giebt den gröfet- 
möglichen Betrag, um den überhaupt der Winkel zweier beliebigen von einem 
Punkte aus gezogenen Richtungen in der Abbildung geändert werden kann, also 
das Maximum der Winkelverzerrung, das fortan mit 2o> bezeichnet werden wird. 
Dieses Maximum kann nie bei zwei zu einander senkrechten Bichtungen eintreten, 
weil diese nur in dem einen Falle symmetrisch zur Hauptrichtung a liegen, 
dafs CT =45® ist, also 2 CT =90®= 17+ U\ und Z7= U\ Zu jeder be- 
liebig gezogenen Richtung läfst sich eine zweite angeben, deren Winkel gegen 
jene durch die Abbildung nicht geändert wird. 

8. LttngenveneTTung. Die Änderung der Winkel des Kreises bei 
in seiner AbbUdung als Ellipse bedingt auch eine Änderung der sie ein- 
schlielBenden Halbmesser^ was schon aus der Abbildung des Kreises als 
Ellipse von vornherein anzunehmen ist. Da der Halbmesser des behandelten 
kleinen Kreises auf der Kugel Oitf ein für allemal als LängenmaTs = 1 
angenommen ist, so wird der Halbmesser OM, der mit der HAuptrichtung 
a = OÄ (Fig. 11) den Winkel u biljlet, in der Abbildung durch 0M\ 
welche Linie mit a nun den Winkel u einschlielst; dargestellt. Im folgenden 
möge OM'y das ziffemmä&ig in Bruchteilen von OM auszudrücken wäre, 
mit r bezeichnet werden. Nach derselben Fig. 11 ist, wenn berücksichtigt 

wird, dafs OB = a, der groüsen Halbachse ist, und SM' »» SS • — oder 

SM'^^ES ist, 

08 . BS SM' a SM' 

a ' a a b b ^ 

OS . . SM' 
cos t* = — , sm t* = , 

a cos ti BS r cos u' ^=^ OS, (1) 6 sin w = r sin w' = SM\ (2) 

Werden die Gleichungen (1) und (2) quadriert und addiert, so er- 

giebt sich: 

a* cos^u = r* cos^w' 

5* sin* w = r* sin* u' 
a* cos*w + &* sin*t* = r' (co8*w'+ sin*w'). 
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Da der Ausdruck in der Klammer = 1^ so ist 

woraus r berechnet werden kann. 

Die gröiste und kleinste Abweichung der Länge r von OM «=» 1^ oder 
das Maximum und Minimum Ton r tritt in den beiden Hauptrichtungen^ 
d. h. in den halben Achsen der Indikatrix ein^ und ist = a bezw. = &. 
Im Falle des Maximums ist nämlich u «= 0^, infolgedessen wird h^ sin'u »» 0^ 
und f^ = a^ cos^t* = a*; im Falle des Minimums ist u = 90®, wo a* cos'w = 
und r^ = h^ sin'w = 5* wird. 

4. Fl&ohenverseTrung. Mit der Änderung der Längenverhaltnisse der 
einzelnen Halbmesser (= 1) des kleinen Kreises auf der Kugel durch die 
Abbildung tritt natürlich auch im allgemeinen eine Anderui^ der Flache 
ein. Die Fläche der Indikatrix kann, aber braucht nicht dem Flächeninhalte 
des Kreises gleich zu werden. Dieser ist »= f^%y die Fläche der Ellipse 
=B ahn. SoU die Indikatrix dem Kreise an Fläche gleich sein, so muTs sein 

r« ass a& , oder da r=l, S^=^ ab = l. 

Das Ergebnis der vorstehenden Untersuchung lälst sich wie folgt zu- 
sammenfiEMsen: 

Bei jeder Abbildung einer Oberfläche auf einer andern werden in jedem 
Punkte dieser entweder alle sich in ihm schneidenden Linien unter ihren 
wahren Schnittwinkeln abgebildet, oder es giebt nur zwei zu einander senk- 
rechte Richtungen der ersten Oberfläche, die auch auf der zweiten Fläche 
sich rechtwinklig schneiden; diese beiden Richtungen heiben die Haupt- 
richtungen a und & des Punktes. Alle übrigen Richtungen erleiden auf 
der zweiten Fläche eine Änderung, die die Winkelverzerrung genannt und 
deren grölstmöglicher Betrag mit 2to bezeichnet wird. 

3. ElgenBchaften der geograpUsclien Karte. 

Die Indikatrix gestattet nun aus der Grofse ihrer Halbachsen auf be- 
stimmte Eigenschafben der Abbildung oder Karte zu schliefsen. 

1. Sind die beiden Halbachsen gleich (a »= 2^), so ist die Indikatrix 
wie ihr Urbild ein Kreis und somit werden auch alle Winkel, die je zwei Halb- 
messer des ürkreises einschlielsen, in ihr unverändert abgebildet. Die Ab- 
bildung ist winkeltreu oder konform. 

Winkeltreue kann bei der Abbildung der Kugel auf einer Ebene nie 
in dersidlben Ausdehnung erreicht werden, wie bei der Abbildung auf eine 
Fläche gleicher Gattung (Kugel auf Kugel, Ebene auf Ebene). Bei Ab- 
bildung einer Flache auf eine Fläche anderer Gattung kann Ähnlichkeit 
nur in den kleinsten Teilchen erlangt werden, d. h. man kann erreichen, 
daCs ein an einer beliebigen Stelle der Abbildung gewähltes sehr kleines 
Dreieck ähnlich dem entsprechenden des Urbildes wird, wobei vorausgesetzt 
ist, dafs die Seiten des Urdreiecks hinlänglich klein sind, um als gerade 
Linien angesehen werden zu können. 
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Eine Folge der Winkeltreue auch in diesem beschränkteren Sinne ist, 
daXs beliebige von einem Punkte des Originals aus gezogene Richtungen, 
sofern sie nur klein genug genommen werden, dieselben Winkel miteinander 
bilden, wie die entsprechenden Richtungen in der Abbildung; dafs also mit 
anderen Worten alle Winkel in Urbild und Abbild übereinstimmen. Diese 
Projektionen können deshalb mit vollem Rechte winkel treue genannt 
werden. Femer aber erscheinen alle von einem Punkte aus nach beliebigen 
Richtungen gemessenen Längen, sofern sie nur klein genug genommen 
werden, in demselben Verhältnisse verkleinert, während freilich dieses Ver- 
hältnis, der Malsstab, von Punkt zu Punkt ein anderer ist. Daher schlieisen 
die nach weiter entfernten Punkten gezogenen Geraden auch auf einer 
winkeltreuen Karte andere Winkel mit einander ein, als die durch die Punkte 
des Urbildes gelegten gröfsten Kugelkreise mit einander bilden. Durch die 
Eigenschaft der Winkeltreue allein ist eine Projektion noch nicht bestimmt; 
es giebt unendlich viele winkeltreue Abbildungsarten. 

2. Ist das Produkt der Halbachsen 8 =^ ah == ly so ist die Abbildung 
flächentreu (äquivalent), weil dann der Inhalt der Indikatrix gleich dem- 
jenigen des Kreises im Urbilde ist. Die Fßchentreue gilt fdr den ganzen 
Bereich der Karte, die nach einem Gesetz dieser Eigenschaft abgebildet ist. 
Es folgt daraus aber keineswegs, daJs die Werte für a und b überall gleich 
sind, sondern nur, dafs überall ah = l. 

3. Ist weder a = &, noch afc = 1, so ist die Abbildung weder winkel- 
noch flächentreu. Bei den dieser Gruppe angehörenden Abbildungen sind 
mehrere Fälle hervorzuheben. 

a. Es kann eine der Halbachsen, a oder 2^, =s i sein, und zwar an 
allen Punkten der Karte; dann besitzt diese in der Richtung, die diese 
Halbachse besitzt, die gleiche lineare Ausdehnung wie das Urbild; sie ist 
also in einem gewissen Sinne und einer bestimmten Richtung längentreu; 
(bei manchen Abbildungen pafst auch die Bezeichnung mittabstandstreu 
oder äquidistant). Die andere Halbachse kann ^ 1 sein. 

b. Der zweite Fall ist der, dafs beide Halbachsen von der Einheit ab- 
weichen, so dafs weder a = &, noch ah = 1 wird; dann läfst sich allgemein 
Gültiges über die Abbildung nicht sagen. Eine Anzahl der unter a. und b. 
fallenden Abbildungen pflegt man vermittelnde zu nennen, weil sie hin- 
sichtlich der Verzerrungswerte zwischen den beiden Gruppen der winkel- 
und der flächentreuen Abbildungen stehen. 

Wie schon bemerkt wurde, ist eine völlig getreue Abbildung der 
kugeUormigen Erdoberfläche auf eine Ebene nicht möglich. Die dazu er- 
forderliche Winkel-, Flächen- und Längentreue schliefsen sich auf der 
ebenen Abbildung gegenseitig aus; es kann stets nur eine dieser Eigen- 
schafben in dem oben angedeuteten Umfange für eine Karte erzielt werden. 
Da Mittabstandstreue überhaupt nur für die Abstände von dem Karten- 
mittelpunkte erreicht werden kann, so hat diese Grundeigenschaft eine 
untergeordnete Bedeutung im Vergleich mit den beiden anderen. Vom 
mathematischen Gesichtspunkte aus betrachtet liefert die Winkeltreue die 
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interessantesten Abbildungsprobleme. Für die praktische Kartographie ist 
aber die Flachentreue weit wichtiger, weil geographische Vergleiche zunächst 
an Erscheinungen anknüpfen, die über flächenhaft ausgedehnte Gebiete ihre 
Gleichartigkeit oder Verschiedenheit offenbaren und weil das Planimeter in 
der Hand des Geographen ein Instrument von zunehmender Wichtigkeit ist. 

4. Linien gleicher Verzerrung oder Äquideformaten. 

Wenn schon auf allen Karten die Verzerrungsverhaltnisse Ton Punkt 
zu Punkt sich ändern, so giebt es doch auf jeder Karte Punkte, für die 

die Gröfsen a, 5, 8 = ah und sin « = . , die gleichen Werte haben. 

Verbindet man diese durch Kurren, so erhält die Karte eine Linienschar 
gleicher Verzerrungen. Diese sog. Äquideformaten ermöglichen es, die 
grofsere oder geringere Treue der Abbildung zu beurteilen und auch eine 
DurchschnittsTerzerrungsgröfse zu berechnen. Auf diese Linien wird noch 
öfter zurückgekommen werden. 

5. Einteilung der Projektionen. 

Man könnte die Karten nach den eben behandelten Eigenschaften ein- 
teilen, was in vieler Hinsicht ohne Zweifel wichtig ist; für den vorliegenden 
Zweck indes empfiehlt es sich, dieselben nach den Abbildungsflächen zu 
gruppieren und erst innerhalb der dann gebildeten Gruppen die weitere 
Einteilung nach den Eigenschaften vorzunehmen. Die in Betracht kommen- 
den Abbildungsflächen sind die Ebene und der Kegel- und CylindermanteL 
Mögen die Projektionen nun direkt auf die Ebene oder zunächst auf die 
abwickelbare Fläche ausgeführt werden, immer lassen sich die verschiedensten 
Gesetze vorschreiben, nach denen die Abbildung erfolgen soll. Abbilden 
heilst ja im al^emeinen nur, jedem Punkte des Originals einen Bildpunkt 
zuordnen, und das kann auf unendlich viele Weise geschehen, nur mufs 
das einmal gewählte Gesetz für das ganze Bild Geltung haben. Nach den 
Abbildungsflächen kann man nun die Projektionen einteilen in 1) solche 
auf die Ebene, 2) solche auf den Mantel eines Kegels (konische oder 
Kegelpr.), 3) solche auf den Mantel eines Cylinders (cylindrische oder 
Cylinderpr.). 

Zwischen diesen drei Gruppen besteht ein enger Zusammenhang, insofern 
der Kegelmantel als die allgemeine Abbildungsfläche betrachtet werden 
kann, von der Ebene und Cylindermantel Grenzfälle sind. Man denke sich 
nämlich einen Kegel, dessen Achse mit der Erdachse zusammenfällt. Und 
der die Erde längs eines beliebigen Parallelkreises berührt. Dieser (Mittel-) 
Parallel sei q>Q, Denkt man sich diesen Parallel ^^ (Fig. 12) immer näher 
dem Äquator gerückt, so wird der Winkel an der Spitze des Kegels immer 
kleiner; berührt der Kegel die Erde im Äquator, so wird er zum berühren- 
den Cylinder (Winkel an der unendlich fernen Kegelspitze = 0^). Rückt 
di^egen der Parallel ^^ polwärts, so wird der Winkel an der Kegelspitze 
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Fig. IS. 



allinählich gröfser, und wird q)^ = 90®, so geht der Kegel in die Ebene 
über, die die Erde im Pole berührt (Winkel an der Kegelspitze = 180**). 

Bestimmend ist also die Gröfse desÖffhungs- 
winkels des Kegels, die zwischen 0® und 
180® liegen kann. 

Schneidet man den Kegelmantel längs 
einer Erzeugenden auf, so läfst er sich 
in die Ebene ausbreiten: er erscheint als 
Sektor, dessen Gentriwinkel von dem 
Öffhungswinkel abhängt. 

Die Abbildung der Erdkugeloberfläche 
auf den Kegelmantel erfolgt nun nach be- 
stimmten mathematischen Gesetzen. Der 
Kegel sei, wie schon erwähnt, zur Erde 
konachsial und berühre sie im Parallel 9^. 
Es liegt nun nahe, die Meridiane dadurch 
auf dem Kegelmantel abzubilden, dafs 
man sich ihre Ebenen bis zum Schnitt 
mit dem Kegelmantel erweitert denkt; 
sie werden somit als ein Strahlenbüschel dargestellt, das aus Mantel- 
linien des Kegels besteht; daraus folgt für die Parallelkreise, dafs diese als 
Kreise abgebildet werden, deren gemeinschaftlicher Mittelpunkt der Schnitt- 
punkt der Meridianbilder ist. Da der ausgebreitete Kegelmantel zum Sektor 
wird, so schneiden sich die Kartenmeridiane in der Sektorspitze nicht unter 
den gleichen Winkeln wie im Pole der Erdkugel, sondern sie stehen zu 
diesen in einem bestimmten konstanten Verhältnis, so dab jedem Meridian- 
schnittwinkel k auf der Kugel ein Kartenschnittwinkel X' =» nX entspricht, 
worin n die Konstante der Projektion bedeutet, deren Gröfse zwischen 
und 1 liegen mufs. 

Ist der Berührungsparallel g>Q = 0^, so ist der Kegel zum Cylinder 
geworden. Werden hier wie oben die Meridianebenen zum Schnitt mit 
dem Gylindermantel gebracht, so bilden sie sich als parallele Geraden ab, 
ihr B^artenschnittwinkel ist = 0, daher auch, weil A' = n^ = 0, n = 0; die 
Parallelkreise werden als konzentrische Kreise um den unendlich fernen 
Schnittpunkt der Meridiane, d. h. als parallele Geraden, die die Meridiane 
rechtwinklig schneiden, abgebildet. 

Ist q)Q = 90®, so ist der Kegel zur im Pol berührenden Ebene ge- 
worden; bringt man die Meridianebenen zum Schnitt mit dieser, so werden 
die Meridiane als ein Strahlenbüschel abgebildet, dessen Strahlen sich unter 
den gleichen Winkeln wie die Kugelmeridiane schneiden (A' = A, d. h. n = 1), 
die Parallelkreise werden konzentrische Kreise um den Meridianschnittpunki 
Nennt man die Stellung des Kegels oder GyUnders, deren Achsen mit 
der Erdachse zusammenfallen, und die der Ebene, die die Erde in einem 
Pole berührt, normal, so liegt hier die Gruppe der normalen, geometrisch 
einfach definierten Projektionen vor, die nunmehr wie folgt definiert 
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werden können ^ wenn gleichzeitig die Beziehung auf die Hilfsflache des 
Kegel- und Gylindermantels fortgelassen wird: 

^^ormale konische Eartenprojektionen heifsen jene Abbildungen der 
Erdkugeloberfläche auf die Ebene, deren Meridiane sich als Strahlenbüschel 
darstellen, derart, dafs zwei Meridiane, die am Kugelpole den Winkel A 
einschliefsen, auf der Karte den Winkel X' = nX einschliefsen, wo n ein 
konstanter echter Bruch ist^ und deren Parallelkreise Bogen konzentrischer 
Kreise mn den Schnittpunkt der Meridiane als Mittelpunkt sind/' Von 
dem Werte der Gröfse n und der Grofse der Kartenhalbmesser der Parallel- 
kreise, die zwar willkürlich gewählt werden können, aber doch hi irgend 
eine Beziehung zum Polabstande oder der geographischen Breite gesetzt 
werden müssen, hängen die weiteren, unterscheidenden Merkmale der ein- 
zelnen Projektionen ab. 

Entsprechend der vorher gegebenen Definition der Kegelprojektionen 
läfst sich die der Cylinderprojektionen wie folgt fassen: „Normale cylin- 
drische E[irtenprojektionen heifsen jene Abbildungen der Erdkugeloberfläche 
auf die Ebene, deren Meridiane sich als parallele Geraden darstellen (n ^=^ 0), 
und deren Parallelkreise ebenfalls als parallele Geraden abgebildet werden^ 
die die Meridiane rechtwinklig schneiden/' 

In der dritten Gruppe dieser Abbildungen schneiden sich die Meridian- 
bilder im Kartenpole unter den unveränderten, gleichen Winkeln wie auf 
dem Kugelpole (n= 1); von einem als Nullmeridian angenommenen Meridiane 
aus im Pole betrachtet erscheinen alle anderen unter demselben Winkel 
oder Azimut, wie auf der Kugel; daher heÜBen diese Projektionen azimutale, 
und ihre Definition lautet wie folgt: „Normale azimutale Kartenprojektionen 
heifeen jene Abbüdnngen der Kugeloberüäche auf die Ebene, deren Meridiane 
sich als Strahlenbüschel darstellen, die sich im Kartenpole unter den gleichen 
Winkeln wie im Kugelpole schneiden (n = l), und deren Parallelkreise als 
(volle) konzentrische Kreise abgebildet werden, deren Mittelpunkt der Schnitt- 
punkt der Meridiane ist/^ 

Dem Bedür&is der praktischen Kartographie genügen indes diese 
normalen Projektionen nicht völlig, weil nicht alle darzustellenden Teile 
der Erdoberfläche eine derartige Gestalt und Ausdehnung besitzen, dafs sie 
durch eine der drei Projektionsarten am besten, d. h. mit möglichst kleinen 
Verzerrungen abgebildet werden. Es ist nun möglich, die Projektion der 
Gestalt irgend eines Oberflächenteiles möglichst anzupassen, indem die 
normale Stellung der Abbildungsfläche aufgegeben wird. Man kami statt 
der Erdachse einen beliebigen Erddurchmesser als Kegel- oder Gylinder- 
achse oder Zenitlinie der Ebene wählen. Die beiden Punkte, in denen 
dieser Durchmesser die Erdoberfläche schneidet, mögen die Hauptpunkte 
genannt werden, sie ersetzen die Pole der normalen Lage. Durch diese 
Punkte denke man sich gröfste Kugelkreise gelegt, deren Ebenen den 
Durchmesser enthalten. Sie heifsen Hauptkreise und ersetzen die Meridiane. 
Um die Hauptkreise als Pole denke man sich femer Kleinkreise beschrieben, 
deren Ebenen senkrecht zum gewählten Durchmesser stehen und Horizontal- 
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kreise genannt werden. Sie entsprechen den Parallelkreisen. Dann ist die 
Erdkugel mit einem zweiten (gedachten) Gradnetz überzogen^ das in 
seiner Beschaffenheit ganz dem astronomisch-geographischen Netze der 
Meridiane und Parallelkreise entspricht, zu ihm aber eine ganz beliebige 
Lage haben kann. In diesem erfolgt die Lagenbestimmung eines Punktes 
durch die geographischen Koordinaten X, % in jenem durch die azimutalen 
Koordinaten a, i in Bezug auf einen der Hauptpunkte, daher möge es das 
azimutale Netz heilsen« 

Dieses azimutale Netz ist aber nur ein Hilfsnetz und wird daher gar- 
nicht gezeichnet. Liegen die Hauptpunkte desselben auf dem Äquator, so 
bezeichnet man seine Lage als transversal und die mit seiner Hilfe ent- 
worfenen Projektionen heifsen gleichfalls transversale. Liegen die Haupt- 
punkte auf einem beliebigen Parallel (^^ und — g)^), so bezeichnet man die 
Lage und die darauf entworfenen Projektionen als schiefachsige. Trans- 
versale und schiefachsige Projektionen können als nichtnormale den 
normalen innerhalb der Klasse der geometrisch einfachen Projektionen 
gegenübergestellt werden. 

Ersetzt man in der S. 25 gegebenen Definition der Kegelprojektionen das 
Wort Meridian durch Hauptkreis, das Wort Parallelkreis durch Horizontal- 
kreis, und dementsprechend auch bei den cylindrischen und azimutalen, 
unter Berücksichtigung, dafs der Erdpol durch den Hauptpunkt und der 
Äquator durch den (Horizontal-)örundkreis — einen grölsten Ejreis — 
ersetzt wird, so erhalt man eine allgemeine Definition der drei Gruppen der 
geometrisch einfach definierten Projektionen. Zur Yeranschaulichung der 
möglichen Fälle diene folgende Übersicht^). 
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1) Nach Hammer, Kartenprojektionen. Stuttgart 1889. 
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Die geometrisch nicht einfach definierten Projektionen. Alle 
Projektionen^ die nicht unter die azimutalen^ konischen oder cylindrischen 
eingereiht werden können^ gehören zu der Klasse der geometrisch nicht 
einfach definierten Projektionen. Dieselben nach einem einheitlichen Ge- 
sichtspunkt zu gruppieren ist angesichts ihrer grofsen Zahl und der Mannig- 
faltigkeit ihrer Gesetze nicht gut möglich. Soweit diejenigen, die hier 
behandelt werden sollen — und das sind die wenigen, die praktisch ver- 
wertet worden sind — in Frage kommen, kann man der EinteUung, wie 
bei den einfach definierten, die Abbildungsfläche zu Grunde legen und somit 
sie in Projektionen auf die Ebene, den Eegel- und Gylindermantel 
einteilen. 

Mit Ausnahme der polykonischen Projektionen und der Polyederprojektion 
werden alle übrigen hier behandelten auch konventionelle Projektionen ge- 
nannt. Nach rein äulserlichen Merkmalen können die konventionellen Projektionen 
folgendermafsen definiert werden: Konventionelle Projektionen auf die Ebene 
bilden Meridiane und Parallelkreise als Kurven ab, konventionelle konische, 
anch unechte, pseudokonische oder modifizierte genannt, bilden die Parallelkreise 
als konzentrische Kreisbogen, die Meridiane als Kurven ab, und die konven- 
tionellen cylindrischen oder tmechten (pseudocylindrischen) bilden die Parallel- 
kreise als parallele Geraden, die Meridiane als Kurven ab. Alle drei Gruppen 
erinnern also etwas an die betre£fenden der einfach definierten Projektionen. 
Es mufis jedoch hinzugefügt werden, dais diese äufseren Merkmale nur für die 
bisher praktisch angewendeten Fälle gelten. Konventionelle Projektionen auf 
die Ebene sind bisher nämlich nur in transversaler Lage angewendet worden, 
sodafs Mittelmeridian und Äquator geradlinig abgebildet werden, alle übrigen 
Netzlinien erscheinen als Kurven; diese Karten haben demnach Ähnlichkeit mit 
transversalen azimutalen Projektionen, und da diese konventionellen Projektionen, 
wollte man zur normalen Lage übergehen, mit irgend einem normalen azimutalen 
Entwürfe übereinstimmen würden, so könnte man sie vielleicht auch pseudo- 
azimutale nennen, welche Bezeichnung jedenfalls den Vorzug der Kürze besitzt. 
Konventionelle konische und cylindrische Projektionen sind bisher nur in nor- 
maler Lage angewandt worden; daraus ergiebt sich ihre teilweise Ähnlichkeit 
mit den entsprechenden Gruppen der einfach definierten Projektionen. Dafs 
diese drei Gruppen der konventionellen Abbildungen nicht in anderen als den 
genannten Lagen angewendet worden sind, ist auf verschiedene Gründe zurück- 
zuführen, wie auf die Schwierigkeit der Berechnung, und den geringen Vorteil, 



28 Erster Abschnitt. 

der daraus erwachsen würde. Zudem ist die Anwendung nichtnormaler Pro- 
jektionen, abgesehen von einigen transversalen, erst neueren Datums und mit 
Becht auf die einfach definierten Entwürfe beschränkt und dürfte es auch 
bleiben. Somit dürfte die auf äu&eren Merkmalen beruhende Definition der 
konventionellen Projektionen, die sich auch auf die hier behandelten beschränkt, 
zutreffen. Die besonderen Merkmale, die in den Frojektionsgesetzen enthalten 
sind, werden an den betreffenden Stellen erörtert werden. Die poljkonischen 
Projektionen gehören ihrer Natur nach weder zu den einfach definierten, noch 
zu den konventionellen Eegelprojektionen. 

Aus praktischen Bücksichten werden jedesmal im Anschlufs an eine Gruppe 
der einfach definierten Projektionen die entsprechenden nicht einfach definierten 
behandelt werden, doch werden die Verzerrungsverhältnisse letzterer nur gestreift 
werden, da eine elementare Behandlung derselben meist nicht möglich ist 

6. Der Mafsstab^). 

Jede Karte ist ein stark verkleinertes Abbild der Erdoberfläche oder 
eines Teiles derselben; das Mafs dieser Verkleinerung muTs vor dem Ent- 
würfe festgesetzt werden und sollte jeder Earte^ die Messungen dienen kann 
und solly beigesetzt werden. Das Mafs der Verkleinerung bezieht sich stets 
auf die linearen Elemente der Earte^ nie auf die Fläche der Karten. Die 
Bezeichnung des MaJsstabes oder des Verjüngungsverhaltnisses ist vielfach 
schwankend gewesen; oft begnügte man sioh^ auf der Karte eine Linie zu 
verzeichnen, deren Länge einem gebräuchlichen Längen- oder Wegemafs in 
der Verjüngung entsprach, sodafs erst daraus der ziffemmäfsige Malsstab 
vom Leser ermittelt werden mulste. Heute pflegt man besonders in Ländern 
des metrischen Systems die Verjüngung ziffemmälsig in der Form eines 
Bruches auszudrücken, dessen ZäUer stets 1 ist. Dieser Bruch giebt das 
Verhältnis der Kartenlinien zu den entsprechenden Linien auf der Erde 
an. Neuerdings pflegt man noch einen Zusatz zu machen, der für das 
Einheitswegemals des metrischen Systems, das Solometer, die Ghrolse in 
lifillimetem oder Gentimetem auf der Karte angiebt. Wäre der MaGsstab 
der Karte 1 : n, so würde das Kilometer in der Verjüngung die Länge von 
1000 :n Meter erhalten, also wenn z. B. n = 1000 000 wäre, 1""* lang 
werden. Die Länge der deutschen Meile beträgt 7420*", ihre verjüngte 
Länge würde also in Metern ausgedrückt »» 7420 : n und im Mabstab von 
1 : 1 000 000 7,42"" werden. Über bequeme Einrichtung eines solchen 
Mafsstabs mit Transversalen siehe den Anhang. 

Da bei Projektion grSIserer Teile der Erdoberfläche das Verkleinerungs- 
verhältnis der Längen an verschiedenen Stellen der Karte sich ändert^ 
leuchtet ein, dals für solche Darstellungen eine Reihe von Ejlometermafs- 
stäben beigesetzt werden müfsten, um sie für die verschiedenen Stellen zu 
benutzen. Wenn die Projektion nicht winkeltreu ist, würden sogar Längen, 
die von einem Punkt aus nach verschiedenen Richtungen hin sich erstrecken, 
mit verschiedenem Malsstabe zu messen sein. Aus diesem Grunde giebt 
man den Karten, die in recht kleinen Mafsstäben die ganze Erde (Erd- 

1) Vgl. dazu Geogr. Jahrbuch m, 1870 S. XX und Tafel X, S. LUI von H. Wagner, 
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karten) oder Halbkugeln (Planigloben) darstellen, häufig gar keinen 
MaJjsstab bei, solchen von geringerer Ausdehnung als die eben ge- 
nannten aber den ,,mittleren Mabstab^ für welchen Ausdruck man 
gegenwärtig auch oft den des ,,MittelpunktsmaJsstabes'' gebraucht^). 
Auf jeder Karte soUte das im Mittel giltige Yerjüngungs- 
yerhältnis angegeben sein. Auf Eiarten, wo diese Angabe fehlt^ 
kann man leicht durch Messung der Länge eines Meridiangrades 
auf einem Meridiane, der, wenn die Projektion die Meridiane im 
allgemeinen nicht geradlinig abbildet, möglichst in der Mitte der 
Karte zu wählen ist, das Verhältnis bestimmen. Da ein mittlerer 
Meridiangrad «» 111 121™ ist, so hat man die abgemessene in 
Metern ausgedrückte Länge nur durch yorstehende Zahl zu divi- 
dieren, um das Yerjüngungsrerhältnis zu haben. Diese Division 
wird erspart durch den Malsstab Fig. 13, der die Gradlänge für 
jedes Yerjüngungsverhältnis von 1 : 600 000 bis zu 1 : 100 Millionen 
angiebt. Man braucht nur auf der Karte einen Grad in den Zirkel 
zu nehmen und den einen Zirkelfuis dann in den oberen Anfangs- 
punkt des Malsstabs einzusetzen; an der anderen Spitze liest man 
dami die Verjüngungszahl ab. — Eine ausführüche TabeUe für 
die Gradlänge in den gebräuchlichsten Kartenmafestäben von Wagner 

n00000 findet sich im Geogr. Jahrbuch lU (1870) Seite L. 

Bei der nachfolgenden Behandlung der Projektionen wird auf 
den Mafsstab indes keine Rücksicht genommen. Es wird vielmehr 
stets angenommen, daCs die abzubildende Erdkugeloberfläche, deren 
Halbmesser r = 1 gesetzt wird, ohne Yeijüngung projiziert werden 
soll. Oft findet man auch Tafeln zur Konstruktion von Sparten- 
netzen, die den Vermerk tragen: für den Kugelhalbmesser = 1 

'^«w oder = 100. Sie werden in dieser Form berechnet, damit sie für 
alle möglichen Malsstäbe verwertet werden können. Will man 
solche Tafeln benutzen, so hat man den wahren Erdhalbmesser B 

(e„o ^) ^ a» ^-^^^ ^^ i . ™d^.r» ©, »n 

so die Tafelwerte in diesem Malsstabe durch Multiplikation mit 
^'^'^ ^ zu erhalten. 
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7. Übersicht über die Litteratur. 



Es erübrigt noch, die wichtigste Litteratur der Projektions- 
lehre hier anzugeben, wobei aber eine Beschränkung auf diejenigen 
Werke nötig ist, die den Gegenstand mit einiger Yollstftndigkeit behandeln, 
^0*9 denn die Zahl der Arbeiten über einzelne Projektionen ist ungemein grois. 
Die Erfindung einzelner Projektionen reicht bis in das griechische 
Altertum hinauf. Ein historische Zusammenstellung bietet: 

D'Avezac, Coup d'oeil historique sur la projection des cartes de 
g^ographie. Bulletin de la Sod^t^ de Geographie de Paris, 5me 
sine T. V (1863), p. 257, 438; 

auch die untengenannten Hand- und Lehrbücher von Germain und Gretschel 



1) Wagner, Lehrbuch, S. 180. 
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geben ziemlicb YolLst&ndig geschichtliche Daten über die einzelnen Ent- 
wurfsarten. 

Die neuere Epoche der Projektionslehre beginnt mit den Originalarbeiten 
Lamberts, die enthalten sind in: 

Lambert, Beiträge zum Gebrauche der Mathematik, Berlin 1772. Teil III. 
S. 105. 

Die Theorie der konformen Abbildungen hat aber ihre richtige mathe- 
matische Grundlage erst durch Gaufs' berühmte Abhandlung erhalten: 

Gaufs, Allgemeine Lösung der Aufgabe: Die Teile einer gegebenen Fl&che 
auf einer anderen gegebenen Flftche so abzubilden, dafs die Abbildung 
dem Abgebildeten in den kleinsten Teilen ähnlich wird. Preisarbeit der 
Eopenhagener Akademie 1822. Schumachers Astronomische Abhandlungen, 
Heft m, Altena 1825. 

Während die Gesamtwissenschaft nach dem Stande vor Gaufs in diesem Jahr- 
hundert zum erstenmal zusammengefaM wurde in: 

Tobias Mayer, Unterricht zur praktischen Geometrie, Teil IV. 2. Aufl. 
Erlangen 1804, 

wurde sie in der durch Lagrange's und GauDs' Arbeiten ermöglichten allgemeineren 
Auffassung zum erstenmal dargestellt in: 

J. J. Littrow, Chorographie oder Anleitung, alle Arten von Land-, See- 
und Himmelskarten zu verfertigen; Wien 1833, 

einem noch heute sehr lesenswerten Buche, das trotz des berühmten Namens 
seines Verfassers wenig gekannt zu sein scheint, denn man iBndet es kaum je 
zitiert Es enthält ein scyitzbares Verzeichnis der bisherigen Litteratur^). 

Für weitere Verbreitung der Fertigkeit in Herstellung der einfachsten 
Projektionen im Kreise der Lernenden hat sehr günstig die kurze elementare 
Darstellung in: 

A. Steinhauser, Grundzüge der mathematischen Geographie und der Land- 
kartenprojektion, Wien 1857, 2. Aufl. 1880, 

gewirkt. Ln Anschlüsse daran mag genannt werden das originale Werk von 
Breusing, Das Verebenen der Eugeloberfläche, Leipzig 1892, das, in erster Beihe 
für den Seemann bestinmit, doch auch für den Earto- und Geographen von Be- 
deutung ist. 

Moderne umfassende Lehr- und Handbücher sind: 

Germain, Traite des projections des cartes g^ographiques, Paris 1866, 

sehr vollständig und in vortrefflicher Anordnung und Entwicklung; 

Gretschel, Lehrbuch der Eartenprojektion^ Weimar 1873, 

vorzugsweise auf das vorhergehende gestützt, nur mehr in lehrhafter Darstellung 
und historisch mehrfach ergänzt, aber nicht frei von Lrtümem bei geschicht- 
lichen Angaben. 

Fiorini, Le projezioni delle carte geograflche, mit Atlas, Bologna 1881. 

unvollendet geblieben und nur auf die perspektivischen Projektionen be- 
schränkt ist: 



1) Die Verantwortung fflr dieses Urteil mufs dem verstorbenen Verfasser auch in 
der 2. Aufl. überlassen bleiben; es ist dem Bearbeiter trotz aller Mühe nicht gelungen, 
das genannte Werk zu erhalten. 
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B. Doergens, Theorie und Praxis der geographischen Eartennetze. I. Teil, 
die perspektivischen Projektionen. Berlin 1870. 

Femer: N. Herz, Lehrbuch der Landkartenprojektionen, Leipzig 1885, ein 
Buch, das weit über die praktischen Bedürfioisse hinausgehend, den Stoff rein 
theoretisch behandelt. 

Nicht ein Kompendium in demselben Sinne wie die vorigen, sondern eine 
Untersuchung der bei den Abbildungen hervorgebrachten Deformationen, be- 
gründet auf eine neue Art der Analyse derselben, und somit eine notwendige 
Ergänzung aller Kompendien ist: 

A. Tissot, Memoire sur la representation des surfaces et les projections des 
cartes geographiques, Paris 1881; teilweise zuvor in den Nouvelles annales 
de mathematique 1878 — 1880 erschienen; 

ein Werk von höchster Bedeutung sowohl in theoretischer als auch namentlich 
in praktischer Beziehung, dessen Verständnis und Verwertung von Seiten der 
ausübenden Kartographen hoffentlich durch diesen Leitfaden etwas gefördert wird. 
Das grofse Verdienst, Tissots Untersuchungen in Deutschland noch bekannter 
und zugänglicher gemacht zu haben, hat sich durch eine deutsche Bearbeitung 
erworben 

E. Hammer in „Die Netzenwürfe geographischer Karten^^, Stuttgart 1887; 
hier zitiert als Tissot-Hammer. 

Eine leicht verständliche Zusammenfassung und Übersicht, unterstützt durch 
ausgeführte Beispiele, hat derselbe Verfasser geliefert in dem Buche: 

E. Hammer, Über die geographisch wichtigsten Kartenprojektionen, Stutt- 
gart 1889. 

Dasselbe enthält auch eine Anzahl wertvoller Tafeln zur Verwandlung geo- 
graphischer Koordinaten ia azimutale. Es ist eine Ergänzung zu jedem Hand- 
und Lehrbuche der Projektionslehre. 

Hiiigewiesen sei noch auf Ostwalds Klassiker der exakten Wissenschaften, 
durch die 'die älteren Werke wieder zugänglicher gemacht werden: 

Nr. 54 enthält Lamberts Anmerkungen und Zusätze zur Entwerfdng der Land- 

und Himmelscharten, herausgegeben von Wangerin. 
Nr. 55. Lagrange und Gaufs, Abhandlungen über Kartenprojektion von 

Wangerin. 
Nr. 93. L. Eni er. Drei Abhandlungen über Kartenprojektion von Wangerin. 

Zum Schlüsse ist noch zu verweisen auf die zuerst von S. Günther, nunmehr von 
E. Hammer verfeüsten litterarischen Berichte in Wagners Geographischem Jahr- 
buch, Gotha 1882 ff. 

Als mathematisches Hilfsbuch möge genannt werden: 

£. Hammer, Lehrbuch der ebenen und sphärischen Trigonometrie, Stutt- 
gart 1897, 

als allgemein geographisches Hilfs- und Ergänzungswerk: 

H. Wagner, Lehrbuch der Geographie, 6. Aufl. Bd. I, Hannover und Leipzig 
1894 ff 
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Zweiter Abschnitt. 

Projektionen auf die Ebene. 

Erstes Kapitel. 
Aximntale (zenitale) Projektionen. 

(»=1, S. 24—25.) 

L Allgemeines. 

Des leichteren Verständnisses wegen wird nicht mit dem allgemeinen Fall 
der geometrisch einfach definierten Projektionen, den konischen, begonnen, sondern 
mit demjenigen Grenzfall derselben, bei dem die Eonstante n= 1 ist. Der 
EinfELcbheit nnd Kürze halber sei wie schon früher so auch fOr die Folge an- 
genommen, die abzubildende Erdkugel habe den Halbmesser 1, und die Ab- 
bildung solle ohne Maisstabsänderung erfolgen. 

Die allgemeine Definition der azimutalen Projektionen lautet: 
Azimutale Kartenprojektionen heifsen alle 'jene Abbildungen der Erd- 
kugeloberfläche auf die Ebene ^ deren Hauptkreise sich als Strahlenbüschel 
darstellen^ die sich im Kartenpole unter den gleichen Winkeln wie im 
Hauptpunkt auf der Erde schneiden^ und deren Horizontalkreise als YoUe 
konzentrische Kreise abgebildet werden, deren Mittelpunkt der Schnittpunkt 
der Meridiane ist. 

Wie scbon bemerkt giebt es normale, transversale und schief- 
achsige Azimutalprojektionen. Bei den normalen decken sich die H^upt- 
kreise mit den Meridianen, die Horizontalkreise mit den Parallelkreisen, 
der Hauptpunkt mit einem Pol. 

Bezüglich der Benennung der azimutalen Entwürfe bestehen zur Z§it noch 
einige Verschiedenheiten, auf die hier aufiner^sam gemacht wird. Da bei 
normaler Lage der Mittelpunkt derselben ein Pol ist, werden sie von manchen 
Folarprojektionen genannt, von andern dagegen Äquatorialprojektionen, 
weil in der Eegel das Bild des Äquators ihr Grrenzkreis ist. Von anderer Seite 
werden aber auch die transversalen Entwürfe, analog der Bezeichnung „Polar- 
projektion^' bei jenen, Äquatorialprojektionen genannt, weil der Äquator das 
Kartenbild in symmetrische Hälften teilt und der Hauptpunkt auf ihm liegt; andere 
bezeichnen sie aber als Meridi^nprojektionen, weil das Bild eines Meridians 
die Karte begrenzt. Die Bezeichnung Äquatorialprojektion für die normalen, 
und Meridianprojektion für die transversalen Entwürfe dürfte die richtigere 
sein, weil durch sie sowohl der Begrenzungskreis als auch in gewissem Sinne die 
Projektionsebene (normal: Äquatorebene bez. die ihr parallele Berührungsebene im 
Pol, transversal: Meridian- bez. parallele Berührongsebene in einem Punkt des 
Äquators) gekennzeichnet wird. Die schiefachsigen azimutalen Entwürfe werden 
allgemein Horizontalprojektionen genannt, weil die durch den Hauptpunkt 
gelegte Berührungsebene dem wahren Horizonte desselben parallel ist Um 
Mifsverständnissen bei der Bezeichnung der beiden ersten Arten vorzubeugen, 
sollen sie hier als normale bezw. transversale bezeichnet werden. 

Mit dem Prinzip der Azimutalitat ist eng verbunden das der Zeni- 
talität, d. h. alle vom Haupt- oder Mittelpunkte des darzustellenden Ge- 
bietes gleichweit entfernten Punkte sind auch auf der Karte von diesem 
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Punkte gleich weit entfernt; sie liegen also im Ur- wie im Abbilde auf 
einem (Horizontal-)Ereise. Daraus folgt^ 1) dafs an allen Punkten eines 
um den Eartenmittelpunkt beschriebenen Kreises gleiche Verzerrungen 
stattfinden; 2) dafs alle azimutalen Projektionen sich voneinander nur 
durch den Halbmesser unterscheiden^ mit dem die Horizontalkreise 
beschrieben werden. Der Halbmesser eines Horizontalkreises hängt von 
dem sphärischen Abstände vom Hauptpunkte ab und wird mit d bezeichnet; 
beim normalen Falle ist tf = 90® — (p, und die Funktion von ä[f{S)], 
durch die der Halbmesser für eine beliebige Projektion ausgedrückt wird^ 
heiTst das Halbmessergesetz. 

Azimutale Projektionen unterscheiden sich also nur durch das Halb- 
messergesetz. 

Daraus folgt^ dafs die Konstruktion bez. Zeichnung hinsichtlich der 
Art und Weise bei allen Projektionen gleich ist; die Berechnung sich nur 
in der Auswertung der Gröfse d unterscheidet. 

Die Berechnung und Konstruktion normaler Projektionen ist äufserst 
einfach. Je nach der Anzahl der aufzunehmenden Meridiane teilt man die 
Peripherie eines beliebig grofsen Kreises entsprechend ein und verbindet 
die Teilpunkte mit dem Mittelpunkte: so hat man die gewünschten Meridian- 
bilder. Von jedem aufzunehmenden Parallelkreise g) bildet man den Pol- 
abstand d = 90® — (p und berechnet f{ö) und reduziert auf den gewählten 
Mafsstab. Mit den gefundenen Halbmessern beschreibt man um den Kreis- 
mittelpunkt die Sjreise und das Netz ist fertig. Es ist also in Polar- 
koordinaten ky ö gegeben. Einige normale Projektionen können auch rein 
geometrisch gezeichnet werden, worauf an betreibender Stelle noch einge- 
gangen werden wird. 

Bei nichtnormalen Entwürfen kann man von der Vorstellung des azi- 
mutalen Hilfsnetzes ausgehen (S. 26), das aus Haupt- und Horizontalkreisen 
besteht; und wie das Netz der normalen Lage aus Polarkoordruaten (or, ö) 
konstruiert gedacht werden kann. In dieses Netz sind die Schnittpunkte 
der Meridiane und ParaUelkreise, deren geographische Koordinaten (X, gi) 
bekannt sind, einzutragen, imd die Verbindung der erhaltenen Punkte liefert 
das geographische Netz. Ist also die Breite des Hauptpunktes ((Pq) be- 
stimmt, so ist der erste Teil der Aufgabe der, die Koordinaten A, g) für den 
Horizont dieses Punktes in die Koordiliaten a, ö zu verwandeln und als- 
dann d nach dem gewählten Hulbmessergesetz auszuwerten. 

In transversaler Lage (<Pq = 0®) werden der Äquator und der Mittel- 
meridian als sich rechtwinklig kreuzende Geraden abgebildet, da sie im 
azimutalen Hilfsnetz Hauptkreise sind; in schiefachsiger Lage (q>Q zwischen 
Cfi und 90^) wird nur der Mittelmeridian geradlinig abgebildet. Der Haupt- 
punkt ist in beiden Fällen Ursprung der Koordinaten und Ausgangspunkt 
der Zeichnung. Will man das Netz in Polarkoordinaten [er, f (tf)] zeichnen, 
so trägt man mittels Transporteurs die a vom Hauptpunkte aus zu beiden 
Seiten des Mittelmeridians an und setzt auf den erhaltenen Hauptkreisen 
die Längen f(ö) ab. Die gefundenen Punkte wei:den zum Gradnetz ver- 

Zöppritz, Sartenentwurfilehre. 2. Aufl. ron Bludan. I. 8 
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buuden. Will man^ um eine genauere Zeichnung zu erzielen, rechtwinklige 
Koordinaten benutzen, so hat man die Polarkoordinaten a, f{S) in diese 

noch umzurechnen. Bei transversaler 
Lage ist der Mittelmeridian Y-Achse, der 
Äquator Z-Achse, bei schiefachsiger ist 
auch der Mittelmeridian T-Achse, die Z- 
Achse erhält man durch den Haupt- 
kreis, der zum Mittelmeridian rechtwinklig 
durch den Hauptpunkt gelegt wird. Es 
sei (Fig. 14) 'NB die Meridianlinie des 
Hauptpunktes (die NuUlinie der Azi- 
mute), der Nullpunkt, a das Azimut 
von P, 0P = f{8) in Längenmafe aus- 
gedrückt, WE die Abscissen- und N8 die 
Ordinatenachse der Eartenebene. Dann ist 

a; = 0C = DP =0P sin« =/•(*) sin« 

y::^OI)= CP = OP COS ff = /"(*) COS ff. 

Diese Bemerkungen dürften fOr die Ausführung und Zeichnung azimutaler 
Netze genügen, deren natürliche Begrenzung ein Horizontalkreis ist. 

Hinsichtlich der Verzerrungen ist schon bemerkt worden, daCs die 
Horizontalkreise (normal: Parallelkreise) Linien gleicher Verzer- 
rungen (Äquideformaten) sind. Die eine Achse der Indikatrix liegt im 
betrachteten Punkte in der Richtung der Tangente, die durch den Punkt an 
den Horizontalkreis gezogen wird (tangentiale Richtung), die andere in der 
Richtung des durch den Punkt gezogenen Hauptkreises (Meridians normaler 
Lage), also in radialer Richtung. 

Es werden nunmehr die einzelnen Projektionen der azimutalen Gruppe 
in der allgemeinen Form behandelt; denn die Gesetze und Ergebnisse 
gelten fär alle drei möglichen Lagen des Hauptpunktes. Da man an eine 
Karte die Anforderung stellen kann, dafs sie gewisse Eigenschaften besitzt, 
so wird, wo es angängig ist, der Weg eingeschlagen, dafs die Bedingungen 
formuliert werden, denen die Karte genügen soll, dann daraus das Halb- 
messergesetz, und aus diesem die Verzerrungen abgeleitet werden. 



2. Die mittabstandstreue azimutale Projektion. 

Aufgabe: Es soll eine Karte in azimutaler Projektion derart gezeichnet 
werden, dafs alle vom Kartenmittel- oder Hauptpunkte aus gemessenen Ent- 
fernungen dieselbe Gröfse besitzen, wie die entsprechenden Linien auf der 
Erdkugel {r = 1), das heifst nichts anderes, als dafs alle Horizontalkreis- 
bilder vom Kartenhauptpunkte ebensoweit entfernt sein sollen, wie die 
Horizontalkreise vom Hauptpunkte auf der Erde^). 



1) Hammer, Geograph, wichtigsten Eartenproj. Stuttgart 1889, S. 28, giebt Ton 
diesem Entwürfe folgende Erklärung, die aber auch für die Einfachheit aller andern 
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Es sei Fig. 15 ein Hauptkreisschnitt der Erdkugel^ also ÄMQ die 
Hälfte des Hauptkreises^ CM der durch M, den Hauptpunkt^ gelegte Durch- 
messer, ÄQ der zu ihm senkrecht 
stehende; in M werde die Zeichnungs- 
ebene ZE berührend gedacht. Die 
Hauptkreisstücke MA und MQ fallen 
auf der Abbildung in den Schnitt ZE 
der Zeichnungsebene. B sei ein Punkt 
eines Horizontalkreises^ dessen Zenit- 
abstand von M ist gleich dem Bogen 
Jtf5 = arc^. Er liegt auf dem Hauptkreise MQ, Es soll nun auf ZE der 
Punkt B' gefunden werden, derart dafs MB'= srcMB == arcÄ ist. Wird 
dann auf der Ehene ZE um M mit MB' ein Kreis beschrieben, so liegen 
auf diesem alle Punkte, die mit B den gleichen Zenitabstand haben; der 
Kreis ist also die Abbildung des Horizontalkreises d. 

Ist der Winkel MOB = S der Zenitabstand des Horizontalkreises, auf 
dem B liegt, so ist MB = arc ä die Entfernung des Punktes B von M. 
Hit dieser Länge MB als Halbmesser ist daher auf der Karte der Horizontal- 
kreis far B' zu beschreiben, damit MB' gleich MB werde. Somit ist der 
Bogen MB in LängenmaTs umzusetzen, damit man den Halbmesser MB' 

des Bildkreises erhält. Es ist arcl**= r^Tr, also arcÄ = -rr7r-- Was für 

einen beliebigen Punkt B oder seinen Horizontälkreis ö gilt, gilt für alle 
Punkte und ihre Horizontalkreise, für alle möglichen Werte von S, 

Das Halbmessergesetz dieser Projektion lautet daher, wenn mit m ein 
beliebiger Halbmesser bezeichnet wird, in Funktion des Zenitabstandes d, 

m = f{S) = arc d. 

Yerzerrungsverhältnisse: Laut Deünition und Konstruktion besitzt die 
Projektion drei Eigenschaften: sie ist azimutal, zenital und mittabstandstreu. 

Aus der Eigenschaft der Zenitalität folgt, dais alle Funkte eines gleichen 
Zenitabstandes d, die wie auf der Kugel auch auf der Karte auf einem 
Kreise liegen, die gleichen Verzerrungen erleiden. Die Horizontalkreise sind 
demnach Linien gleicher 2 oo (S. 23). Die Gröfse des Winkels 2 oo hängt aber 
Yon den auftretenden Längenänderungen ab, die in dem Verhältnis der Ini^atrix- 
achsen a und h zu dem Halbmesser des durch die Lidikatrix abgebildeten Kreises 
ihren Ausdruck finden. Der Entwurf ist auch mittabstandstreu, also findet in 

azimutalen Projektionen spricht: Denken wir uns anf einem hohen Berge mit weiter 
Bundsicht über die umliegende Ebene stehend; wie sollen die Gegenstände, die wir 
erblicken, entfernte Kirchtürme u. s. f. in ein horizontal vor uns als Kartenebene aus- 
gebreitetes Zeidmungsblatt eingetragen werden? Naturgemäfs doch nur so, dafs wir 
die, an sich nahezu horizontalen Sehstrahlen nach jenen Objekten auf unserem 
Zeidmungsblatt, dessen Mittelpunkt unser Standpunkt ist, ziehen und auf denselben 
die jeweilige Entfernung, die wir uns bekannt denken, in dem gewünschten Karten- 
mafsstab absetzen, also ganz so, wie man es etwa auf den Horizontscheiben der 
Femröhren auf Aussichtspunkten zu machen gewohnt ist. Wir tragen also das, was 
wir sehen, unmittelbar nach Polarkoordinaten auf, wir werden unmittelbar auf einen 
azimutalen Entwurf und zwar auf denjenigen mit längentreuen Mittelpunktsgrofskreisen 
geführt, den sogenannten Posterschen. 

8* 
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der Richtung der Hauptkreise, auf denen sich diese Mittabstandstreue findet, 
eine Längenänderung gegenüber dem ürbilde nicht statt. Die Hauptkreise 
schneiden sich aber mit den Horizontalkreisen in der Karte so wie auf der 
Eugel rechtwinklig; denn eine in einem Schnittpimkte auf einem Hauptkreise 
errichtete Senkrechte ist Tangente am betreffenden Horizontalkreise. Da nach 
dem S. 21 entwickelten Fundamentalsatze bei allen nicht winkeltreuen Pro- 
jektionen — und die vorliegende ist mittabstandstreu, welche Eigenschaft die 
der Winkeltreue ausschliefst — es nur ein einziges Paar aufeinander senk- 
rechter Richtungen der ürbildfläche giebt, das auf der zweiten Fläche auch 
rechtwinklig abgebildet wird, so müssen hier die beiden Eichtungen der Haupt- 
kreise (die radiale) und der Horizontalkreise bez. der an sie gezogenen Tangenten 
(die tangentiale) die unverändert abgebildeten sein. Sie sind also die Haupt- 
richtungen, und in ihnen liegen also auch die Achsen der Indikatrix. Die 
Gröfse der einen Indikatrixachse ist auch bereits f&r alle Punkte der Karte be- 
kannt, sie ist = 1, und liegt in der Richtung der Hauptkreise, weil auf diesen 
keine Längenänderung stattfindet; unbekannt ist nur, welche der Achsen in 
dieser Richtung liegt. Das ist nunmehr festzustellen. Es sei B' ein Punkt, 
dessen Yerzerrungselemente untersucht werden sollen. Der Halbmesser seines 
Horizontalkreises ist tn»=arcd. Wiewohl nun (Fig. 15) laut Konstruktion 
MB = MB' = arc S ist, sind die beiden Horizontalkreise doch nicht gleich 
grofs. Der Bildkreis ist gröfser, als der Kugelkreis; jener hat den Halbmesser 
MB' = w = arc d, dieser den Halbmesser DB = sin d. MB' = arc tf ist aber 
grösser wie D^ = sind. Das geht schon aus der Fig. 15 hervor, wenn DB 
über D bis H verlängert wird. Dann ist der Durchmesser des Bildkreises 
JMB' = dem Bogen HMB-^ HDB, der Durchmesser des Kugelkreises, ist die 
zum Bogen gehörige Sehne, die stets kleiner als der Bogen ist. Da sich die 
Umfange zweier Kreise wie ihre Halbmesser verhalten, so besteht zwischen dem 
Abbilde und dem ürbilde das Verhältnis: 

2 9C 

arc d : sin d, oder da arc 6 = ^^^7: d, 

Bildkreismnfanff 2 3r ^ . , 

v' — n — ' T^ = s^T^ : sm 0. 

KugelkreiBumfang 860 

Es findet somit in der tangentialen Richtung eine YergröDserung der 

Dimensionen auf der Karte statt, also liegt in dieser Richtung die groDse Halb- 

arc 9 
achse der Indikatrix a = -r— ^ ; in der radialen Richtung liegt die kleine Halb- 
achse & = 1. Die Verzerrungen sind im Kartenmittelpunkt M gleich und 
wachsen von hier aus mit wachsendem Zenitabstande d, Li dem mit wachsendem 

ö auch zunehmenden Werte des Verhältnisses -r—z wird jede kleine Strecke, 

die irgendwo längs eines Horizontalkreises gemessen wird, vergröjjsert. Ist z. B. 
6 = 30^, so ist sin d = Y , das Verhältnis wird also 

^.30:i = ^:j = |:l = l,047:l. 

Die VergröDserung beträgt also nahezu 5 Prozent. Denkt man sich also 
auf der Erdkugel um einen Punkt des Horizontalkreises 6 = 30^ einen Kreis 
mit etwa 1 m Halbmesser beschrieben, so wird dieser Kreis auf der Karte als 
eine Ellipse abgebildet, deren kleine in die Richtung des Hauptkreises fallende 
Achse & = 1 m ist, während die groDse Achse, die mit der Tangentenrichtung an 
den Horizontalkreis zusammenfällt, a =» 1,047 m groüs wird. Dieses Verhältnis 

-^Y~ "^ 1,047 heifst das Längenverhältnis oder Linearmodul der Karte in dem 

betrachteten Punkte und in der dem Elemente a entsprechenden Richtung. Für 
die Richtung h ist also der Linearmodul =: 1. 
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Ist d = 90^, wird also eine Halbkugel abgebildet, so wird deren Grenzkreis 
vergröfsert im Verhältnis 

3^. 90: sin 90»; 

da sin 90** = 1 , so wird 

jTtil = 1,57; 

der Umfang dieses Kreises wird also auf der Karte um mehr als das ly^fache 
gegen den des Kugelkreises vergröfsert. Wird ö noch gröfser wie 90^, so 
wachsen die Halbmesser der ICartenkreise noch weiter, während die der ent- 
sprechenden Kugelkreise wieder abnehmen. Ist endlich d = 180^, so lautet das 
Verhältnis, da sin 180® = 0, 

^ . 180 : sin 180^ 7t : sin 180® = oo. 

Der Horizontalkreis 8 =» 180® ist der Gegenpunkt (Gegenpol) des Karten- 
mittelpunktes; auf der Kugel ein Funkt, wird er auf der Karte als Kreis mit 
dem Halbmesser ^ s» 3,14 . . . abgebildet, was in der That einer unendlichen 
Verzerrung gleichkommt. Weil der Linearmodul in a mit wachsendem ö ziemlich 
schnell zunimmt, pflegt man in dieser Projektion entworfene Karten nicht über 
die Zenitdistanz 8 =» 90® auszudehnen, d. h. höchstens eine Halbkugel durch sie 
abzubilden. 

Durch die Indikatrix ist auch die Flächenänderung S = ab gegeben (S. 21). 
Da überall 6=1, so ist hier S = a. Der auf 8 = 30® auf der Erdkugel mit 
1 m Halbmesser beschriebene Kreis hat den Flächeninhalt I =» f^7t = tt, also 
3,14 ... . qm. Die ihm entsprechende Ellipse hat die Fläche = aJ)7C^ also 
1,047 • n = 1,047 • 3,14 • • • = 3,289 qm. Da die Gröfse 7t in beiden Aus- 
drücken vorkommt, kann sie fortgelassen werden; man erhält alsdann nicht die 
absoluten Gröfsen der betreffenden Fläche auf Kugel und Karte, sondern ihre 
Verhältniszahl, den Arealmodul. Ist somit hier der Kreishalbmesser = 1, so 
ist die Fläche = i* = i^ die der Ellipse = a = 1,047; also auch die Karten- 
fläche erfährt in diesem Punkte eine Vergröüserung von fast 5 Prozent gegen die 
Kugelfläche. Bei 8 <« 90® beträgt sie 1,57, also 57 Prozent, woraus auch hervor- 
geht, dafjs eine Ausdehnung der Karte über die Halbkugel nicht angebracht ist. 

Die durch die Längenänderung bedingten Winkeländerungen lassen sich aus 
den S. 19 entwickelten Formeln berechnen; es genügt indessen, für den be- 
treffenden Punkt nur das Maximum co bez. 2 oo festzustellen. Es ist sin o =s — rr * 

a-{-b 

Für 8 = 30® ergiebt sich, da 6 = 1, 

sina) = ^ = 0,02296, a)=l®19', 2w = 2®38'. 

Für * = 90® ist 

sinai = ^ — 0,2218, 0=12® 49', 2w = 25®38'. 

Die folgende Tafel (S. 38) giebt eine Übersicht der Verzerrungselemente der 
Projektion fOr die Horizontalkreise von je 5® Abstand, was für praktische Zwecke 
in fast allen Fällen ausreichen wird. 

Der vorliegende mittabstandstreue azimutale Entwurf, der auch als azimutale 
Projektion mit längentreuen Mittelpunktshauptkreisen bezeichnet wird, ist in 
normaler Lage zuerst von Gerhard Mercator 1569 angewandt worden; er be- 
nutzte ihn zur Ergänzimg seiner nicht bis zum Pol reichenden Karten mit 
wachsenden Breiten (Mercatorprojektion); 12 Jahre später, 1581, wandte auch 
Guillaume Postel den normalen Entwurf an, nach dem derselbe, aber mit un- 
recht, genannt wird. Erst 1772 hat Lambert die transversale und schiefachsige 
Projektion vorgeschlagen. Im allgemeinen steht auch die gegenwärtige Ver- 
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Tafel der Verzemmgselemente der mittabstandstrenen Azimntprojektion in 

Punkten von 5^ zn 5^ Zenitdistanz. 



& 


2o> 


a 


b 


S=-ah 


9 


2<D 


a 


h 


S^ah 


0« 


0® 0' 


1,000 


1,000 


1,000 


50® 


7®27' 


1,139 


1,000 


1,139 


5« 


4 


1,001 


1,000 


1,001 


55® 


9 5 


1,172 


1,000 


1,172 


10® 


17 


1,005 


1,000 


1,005 


60® 


10 52 


1,209 


1,000 


1,209 


15« 


38 


1,012 


1,000 


1,012 


65® 


12 50 


1,252 


1,000 


1,252 


20® 


1 10 


1,021 


1,000 


1,021 


70® 


15 


1,300 


1,000 


1,300 


26® 


1 50 


1,032 


1,000 


1,032 


75® 


17 21 


1,355 


1,000 


1,355 


30® 


2 38 


1,047 


1,000 


1,047 


80® 


19 54 


1,418 


1,000 


1,418 


35® 


3 37 


1,065 


1,000 


1,065 


85® 


22 40 


1,489 


1,000 


1,489 


40® 


4 44 


1,086 


1,000 


1,086 


90® 


25 39 


1,571 


1,000 


1,571 


45® 


6 1 


1,111 


1,000 


1,111 













Wertung dieses Ent- 
wurfes noch inuner niclit 
in dem seinen Eigen- 
schaften entsprechenden 
Verhältnis; er wird sehr 
wenig benutzt Verhält- 
nismäüsig oft hat ihn 
Debes in seinem Hand- 
atlas (1894) angewandt. 
Blatt 1 desselben zeigt 
Halbkugelkarten, von 
denen je zwei in trans- 
versalem, eine (Nord- 
halbkugel) in normalem 
Entwürfe gehalten sind; 
schiefachsig ist ent- 
worfen die Karte von 
Asien (61. 38, Haupt- 
punkt 40® n. Br., 90® 
Ö. L. V. Gr.) und trans- 
versal noch die Karte 
von Afrika (Bl. 45, 
Hauptpunkt 15® ö. L. 
V. Gr.). In Lüddeckes 
Deutschem Schulatlas (Gotha, Justus Perthes) haben die Karten von Südamerika 
ein in dieser Projektion gezeichnetes Gradnetz in schiefachsiger Lage. Vgl. die 
Textfigur 16. 




Fig. 16. Pol teil miUabitanditreae ailmntale Projektion. 
9o » 85° n- Br. 1 : 120 MiU. 



^ 3. Die fläclientreiLe azimutale Projektion. 

Unstreitig wichtiger als die Mittabstandstreue, die für geographische 
Karten eine immerhin beschränkte praktische Bedeutung hat, ist die Flächen- 
treue, weil diese allgemein sowohl filr die ganze abgebildete KArtenfläche, 
als auch für alle einzelnen Teilflächen derselben erreichbar ist. Es wird 
daher jetzt die Aufgabe gestellt, der azimutalen Projektion die Eigen- 
schaft der Flächentreue beizulegen, also das Halbmessergesetz zu finden, 
das dieser Forderung genügt. 



3. Die flächentreue azimutale Projektion. 
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Es Bei d der spliärisclie Halbmesser der abzubildenden Kalotte HMB 
(Fig. 17); der Flacheninhalt derselben ist = 2r7eh, worin wieder der 

Erdkngelhalbmesser 
r = 1 nnd h — MB 
die Hohe der Kalotte 
ist. Der Halbmesser 
m = MB' fOr den 
ebenen Kreis der 
Karie^ durch den die 
Kalotte abgebüdet 
werden soU^ ist also 
so zu wählen^ dals die 
Flache dieses Kreises 
gleich der Oberfläche 
der Kalotte wird. 
Es soll also werden 
m^Tt = 2 rJiTt, und da 
r = 1, ist w*=2Ä; d. h. m ist die mittlere Proportionale zwischen der 
Kalottenhohe h = MD und dem Kugeldurchmesser 2 r = 03f. 

Das Dreieck MBO ist rechtwinklig^ weil ^MBO ein Rechter als 
Peripheriewinkel im Halbkreise ist; aber auch Dreieck MBB ist recht- 
winklige weil DB ^= smdf der Halbmesser des Kugelhorizontalkreises, senk- 
recht zu MOy dem Kugeldurchmesser des Hauptpunktes M steht. Die 
beiden Dreiecke MBO und MBB sind einander ähnlich^ weil ihre Winkel 
gleich sind. Daher ist 

MO MB 




MB 



MB' 



d. L MB^ «» MO • MB, oder MB, die zum Bogen 6 gehörige Sehne^ ist 
die mittlere Proportionale zwischen dem Kugeldurchmesser MO »» 2 r und 
der Kalottenhöhe MB = h. Der Bildkreis des Horizontalkreises 6, be- 
schrieben mit der zugehörigen Sehne als Halbmesser, hat also den gleichen 
Flacheninhalt wie die Oberfläche der vom Horizontalkreise d eingeschlossenen 
Kalotte: 

w*= MB^= 2rh = M0' MB. 

Die Entfernung jedes Punktes der Karte mufs also der Kugelsehne des 
entsprechenden Bogens d gleich gemacht werden, wenn die Projektion 
flächentreu sein solL Es handelt sich hier aber nicht nur um die F^chen- 
treue f&r die ganze vom Horizontalkreise d eingeschlossene KArtenfläche 
gegenüber der Kalotte, sondern auch um einzelne Teile jener gegenüber 
dieser. Es ist somit noch der Nachweis zu führen, dafs die Flächentreue 
in allen Beziehungen gilt. Es sei d' der sphärische Halbmesser eines 
zweiten Horizontalkreises und zwar ü' > S, Dann ist die zu ihm gehörige 
Kugelsehne MF <» m, der Halbmesser seines Bildkreises. Die auf der 
Kugel zwischen den Kreisen d und t' gelegene Fläche ist gleich dem 
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ünterscliiede der beiden Ealottenoberfläclien. Ist MD =» ^ die Höhe der 
ersten, MG = h' die der zweiten Kalotte, so ist der Flachenunterschied beider 

Fa = 2 r%h' — 2 rnh = 2 r«(Ä' — Ä). 

Es ist aber 

h' — h = MG — MD = DG, 
also 

Fa = 2rnDG. 

Fa kann aber auch von vornherein als die Fläche einer Zone aufgefaCst 
werden, die von den Horizontalkreisen S' und S begrenzt wird. Die Ober- 
fläche dieser Zone ist =2r7CJ^, wo h die Höhe der Zone ist. Das ist 
nichts anderes als DG = MG — MD = ä' — h. 

Diese Zone wird auf der Esrte als ein Ereisring abgebildet, in dem 
das Bild von d' den äufseren, das von ä den inneren Kreis darstellt. Sind 
MF = m, und MH = tn die Halbmesser dieser Kartenkreise, so ist die 
Fläche des Ereisringes gleich dem Unterschiede der beiden Kreisflächen; also 

F^ = wf Ä — ♦»*« = 3t (mj — m*). 

Die Fläche dieses Ejreisringes soll aber der der Kugelzone gleich sein. 
Bezeichnet man die Höhe der Zone DG = h' — h n^t ä,, so soll sein: 

7c(ml — m^) = 2 TTth, oder «i* — w* = 2 rh,. 

In dem rechtwinkligen Dreieck MHOy das mit dem vorher benutzten 
Dreieck MBO (S. 39) identisch ist, ist 

MB:^ = m^ = MO' MD, 

und im rechtwinkligen Dreieck MFO ist 

MF^ = wj = JfcrO • MG, 

Da MO = 2 r, MD = Ä, MG = ä', so ist 

w« — w* = MO(MG — MD) = 2r(Ä' — Ä) = 2rh,. 

Die Fläche des Kartenkreisringes ist also wirklich der der Kugelzone 
gleich. Zieht man femer durch M auf Kugel und Karte zwei Hauptkreise 
unter dem gleichen Winkel (etwa 1^), so schneiden diese aus Zone und 
Ring je ein kleines Viereck aus, wovon das letztere das Bild des ersteren ist 
Auch diese sind an Flächeninhalt einander gleich, denn ist das erstere der 
w*** Teil der ganzen Zone, so ist das letztere der n^ Teil der Ringfläche, 
also sind sie einander gleich. Da man sowohl die Höhe der Zone und 
damit auch die Breite des Kreisringes, als auch den Winkel zwischen den 
Hauptkreisen beliebig klein machen kann, so können auch die so gebildeten 
Vierecke beliebig klein werden. Und da jede Flächenfigur aus solchen sehr 
kleinen Flächenstücken zusammengesetzt gedacht werden kann, so ist also 
auf der Karte die Flächentreue überall vorhanden, die Abbildung also 
flächentreu. 

Es gilt nun noch, die Sehne MB = m, die Halbmesser des Bildkreises 
ist, durch eine Funktion von 6 auszudrücken. Dieser Wert für MB lälst 
sich auf zweierlei Weise herleiten. 1. Man halbiere MB und verbinde den 
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Haibiernngspunkt L mit Cj so ist bekanntlich Oi^ senkrecht zu MB^ und 
der Winkel d bei C durch CL auch halbiert. Es kann nun MB durch 
den Sinus des halben Winkels MOB ausgedrückt werden. Es ist nämlich: 

. d ML 1 m 

2. Man yerbinde B mit 0^ dann ist in dem rechtwinkligen Dreiecke MBO 
der Winkel MOB, als Peripheriewinkel zum Gentriwinkel MCB = ä, die 

Hälfte desselben^ = ^ ; so ist nun 

. & MB m 



sm-^ 



2 MO 2r' 
wie oben^ folglich 

«I = 2 r sin — , 

und da r = 1 , so lautet das Halbmessergesetz der flächentreuen Azimut- 
projektion für die Horizontalkreisbilder; ausgedrückt in Funktion ihrer 
ZenitdistanZ; 

m = /'(Ä) = 2sin|. 

Yerzerrungsverhältnisse: Die Projektion ist azimutal, zenital xmd 
flädientreu. Da alle Funkte gleichen Zenitabstandes 6 auf einem Horizontalkreise 
liegen, sind die Horizontalkreise Linien gleicher 2 co oder Äquideformaten. Mit 
wachsendem Zenitabstande nimmt der Bogen schneller zu, als die zugehörige 
Sehne, daher werden die Mittabstände m der Karte kleiner als die auf der 
Kugel. Sehne MB = MB' < Bogen MB (Fig. 17). Es ist aber der Halbmesser 

des Kugelkreises DB = smd kleiner als der des Kartenkreises Jlf jB^ = 2sin'r-- 

Daher ist der umfang des Kartenkreises gröfser als der des Kugelkreises. Es 
findet also auf der Karte eine Verkürzung in radialer Bichtung, eine Yer- 
grölserung in tangentialer statt. Haupt- und Horizontalkreise schneiden sich 
auch auf der Karte rechtwinklig; sie siad also nach dem S. 21 angefClhrten 
Fundamentalsatze die beiden in ihrem Schnittwinkel unverändert abgebildeten 
Hauptrichtungen. In ihre Bichtungen fallen somit die Indikatrixachsen, und 
zwar liegt die grofse Halbachse a in tangentialer, die kleine h in radialer 
Bichtung. Die Gröise derselben ergiebt sich für einen Horizontalkreis S aus: 

MB : DB = 2 sinl^ : sin d. 
Setzt man sin d »» 2 sin — cos -r- , so folgt 



2 — 2 
MB 



= sec-=- 



BB d 2 

cos — 
2 

Da der Wert sec— stets gröüser als 1 ist, ist a = sec — • Da die Projektion 

1 & 

flächentreu ist, ist nach S. 21 Ä=a6 = l; also mufs sein 5 = — = cos — • 
Weiterhin ist 

a — a 

Sm 09 = r-T- = T- • 

a + b ^^ 

a 
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Da hier 5 = — mid somit — = -^ ist, kann man auch schreiben 



smeo 






Tafel der Verzemingselemente der flächentreuen Azimutprojektion in Punkten 

von 5^ zu 5^ Zenitdistanz. 
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a 
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/Sf»a6 
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a 
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0<> 0' 
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1,000 


50« 


11«15' 
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1,000 


50 
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1,001 
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55« 
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0,887 


1,000 
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1,004 


0,996 


1,000 
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16 26 


1,155 


0,866 


1,000 
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1,009 
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1,000 


65« 


19 25 
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0,843 


1,000 


20^ 


1 45 


1,015 


0,985 


1,000 


70« 


22 43 


1,221 


0,819 


1,000 


2Ö<> 


2 45 
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0,976 


1,000 


75« 


26 17 


1,260 


0,793 


1,000 


30<> 


3 58 
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0,966 


1,000 


80« 


30 11 


1,305 


0,766 


1,000 


350 


5 26 


1,049 


0,954 


1,000 


85« 


34 24 


1,356 


0,737 


1,000 


40<> 


7 7 


1,064 


0,940 


1,000 


90« 


38 57 


1,414 


0,707 


1,000 


45« 


9 4 


1,082 


0,924 


1,000 













Ein Vergleich der fl&chentreuen mit der mittabstandstreuen Projektion zeigt, 
dafs letztere zwar erheblich geringere Winkelverzerrungen besitzt, öaü dagegen die 
Achse a der ersteren nicht die Werte von a der letzteren erreicht. Bis zur 
Zenitdistanz d ^=^ 40« sind sämtliche Verzerrungen noch als mälsig zu bezeichnen. 
Daher eignet sich diese Projektion ganz besonders zur Abbildung von Teilflächen 
der Erde (Länderkarten); aber selbst far HAlbkugelkarten sollte sie noch in 
grö&erem Umfange als bisher geschehen verwendet werden, weil die Mächentreue, 
wie allgemein anerkannt ist, die wichtigste Eigenschaft für geographische Karten 
ist, und sie unter allen flächentreuen Entwürfen für eine Halbkugelkarte die 
günstigsten Verzerrungsverhältnisse besitzt. Vgl. Fig. 19 und 20. 

Die normale Projektion gestattet eine 
rein geometrische Konstruktion. Jeder Punkt 
eines Parallelkreises g> hat den Zenitabstand 
d = 90« — ffj also ist der Halbmesser seines 
Bildkreises gleich der Sehne seines Kom- 
plementwinkels auf 90« und hat den Wert 




m 



2r8in(45« — I) 



Daher die Konstruktion: Nachdem das 
Büschel der Meridiane gezeichnet ist, trage 
man vom Pol aus auf einem Meridian die 
Länge C= r, und hierauf senkrecht CO «= r 
auf, dann ist ein Punkt des Äquators, 

denn 00 = r V^ Schlägt man von C als 
Fig. 18. Mittelpunkt einen Viertelkreis \md teüt ihn 

in die nötigen Gradabteüungen, so sind die 
Verbindungslinien von mit den Teilpunkten die Sehnen n», d. h. die Halb- 
messer der betreffenden Parallelkreisbilder. Diese werden also ohne weiteres als 
konzentrische Kreise durch die Teüpunkte gelegt. Sie sind in Fig. 18 nur so 
weit ausgezogen, als sie nicht in die Konstruktionsflgur fallen. 

Das Verdienst, die flächentreue Azimutprojektion zuerst Yorgeschlagen und 
angewendet zu haben, gebührt dem deutschen Mathematiker Lambert (1772), 
der sich dabei keineswegs auf den normalen Fall beschränkte, sondern bereits 
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Fig. 19. Asük-Europ» in Lamberts flttobentreuer ÄBlmntalproJektion. tpo '^ 40<> n. Br. 

die azimutalen Koordi- 
naten für den transrer- 
salen Entwarf (q>Q = (fi) 
berechnet hat. Trotz 
ihrer Vorzüge, die sie, 
wenn eben Flächentreue 
verlangt wird, zu der 
geeignetsten Projektion 
für Atlaskarten stempeln, 
ist sie bis jetzt praktisch 
wenig verwertet wor- 
den. Erst in neuester 
Zeit hat sie die nötige 
Würdigung gefunden, 
und es ist anzunehmen, 
dajjs sie in der Zukunft; 
in den Atlanten eine 
dominierende Stellung 
einnehmen wird. In ihr 
sind entworfen u. a. 
Herm. Berghaus' Plani- 
globen für Höhen und 
Tiefen in Stielers Hand- 
atlas, Drudes Karten der 
Florenreiche in Berg- 
haus' Physikalischem Atlas, ebendaselbst auch die Karte der Stromgebiete, der 
Höhen und Tiefen, des Grundes und Bodens, der Niederschlftge und der Eis- 




Fig. SO. Lamberts flAdhentrene ÄBlmiitalprqJektion. 
9o = S5° IL Br. 1 : ISO MiU. 
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yerbreitung (sämtlich Planigloben) , in Sjdow- Wagners Methodischem Schnlatlas 
drei Planigloben für Yölkerkarten nnd die Karten Ton Mittel- und Südafrika 
((Pq = 10® 8. Br.), sowie der Ostasiatischen Inselwelt (^q = 0®, bez. 35® n. Br.), 
in Lüddeckes Deutschem Schulatlas die Planigloben S. 40/41, die Karten von 
Europa, Asien, Nordamerika, Afrika und Australien, in Andrees Handatlas 
die neuen Karten von: Orolsbritannien und Irland^ die T^rblättrige, zusammen- 
setzbare Karte der Vereinigten Staaten Ton Nordamerika in 1 : 5 Mill., die Nord- 
oststaaten der Union, Mittelamerika und Westindien, nördliches Südamerika, 
südliches Südamerika, Australien und die Planigloben. 



4. Die winkeltreue azimutale Projektion. 

Nach der S. 22 gegebenen Definition ist die Winkeltreue der Karte 
eine Eigenschaft von begrenztem umfange^ sie gilt nur für kleinste Teile 
derselben^ nicht ftir die Karte im ganzen. Auf einer winkeltreuen Karte 
wird die Indikatrix als Ellipse mit gleich grofsen Achsen^ d. h. ak Kreis 
abgebildet, a^^^by /S "» a' oder b^. Aus dieser Eigenschaft der Indikatrix 
laTst sich das Halbmessergesetz für die winkeltreue azimutale Projektion 
ableiten. Denn es folgt daraus, dafs an einem beliebigen Punkte By dessen 
Zenitdistanz auf der Kugel = ö ist, bei der Projektion auf die Kartenebene 
die eintretenden Verzerrungen nach allen Richtungen hin gleich grofs 
(ss a) sein müssen. Einer Längenänderung a entspricht daher stets eine 
Flächenänderung a\ Es ist nun bereits bekannt, dals bei allen azimutal- 
zenitalen Projektionen die Hauptrichtungen a und & in die Richtung der 
Hauptkreise und der Tangenten an die Horizontalkreise fallen. Daher läist 
sich die Aufgabe, das Halbmessergesetz der winkeltreuen Projektion zu 

«, ^ finden wie folgt fEtssen. 

Der gesuchte Halbmesser 
MB'=m (Fig. 21) für einen 
Punkt B mufs so beschafien 
sein, dafs der mit Uun be- 
schriebene Horizontalkreis der 
Karte in seinem Umfange sich 
zu dem Umfange des ihm ent- 
sprechenden Kugelhorizontal- 
kreises verhalt, wie sein Flächen- 
inhalt zu dem der Kugelkappe, 
die Yon dem Kugelhorizontal- 
kreise begrenzt wird. Nach 
Fig. 21 ist der Zenitabstand 
des Punktes B und des durch 
ihn gelegten Horizontalkreises = d. Somit ist der Halbmesser des Kugel- 
horizontalkreises d DB = sin d, die Oberfläche der von ihm begrenzten 
Kalotte =s 2 rnhy und der Halbmesser des Kreises, der ihr an Fläche 

gleich ist, ist die Sehne MB = 2rsm- (S. 41). Unter Anwendung der be- 
kannten Sätze: die Umfange zweier Kreise verhalten sich zu einander wie 
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ihre Halbmesser, und ihre Flächen wie die Quadrate der Halbmesser, er- 
hält die vorstehende Aufgabe folgende Form: 
Es mulB sich verhalten 

m : sin d = 9»^ : 4 sin* -r- • 

Daraus folgt weiter: 

m* sin d =» m • 4 sin* — , 

mmnd = 4sin* — , 

4Bm'~ iam"-— Ssrn--- 

2 2 2 ^ . ^ 



m = — r— j- = 5 y = 5- = 2 tff 



2 Bin -r- cos — ■ cos ^ 
2 2 2 



2 



Der gesuchte Halbmesser des Horizontalkreises d für die winkeltreue Pro- 
jektion ist also m = 2 tg ^ und das Halbmessergesetz derselben lautet all- 
gemein: ^ 

/•(*) = 2 tgf 

Für den Punkt B der beistehenden Figur 21 wird also der Abstand vom 
Hauptpunkte M gleich MB'^ welche Länge dem Ausdrucke 2tg— entspricht. 
Verbindet man nämlich mit B und verlängert diese Linie über B bis 
zum Schnitte mit der Eartenebene in B'^ so ist, da der Winkel MOB = — 
als Peripheriewinkel des Centriwinkels MOB = d ist, 

^2 ™ MO ~ 2r ' 
also 

2tg^ = MB\ bei r = 1. 

Der Halbmesser eines Horizontalkreises ist also hier gleich dem 
Doppelten der halben Tangente seines in Winkelmafs ausgedrückten Zenit- 
abstandes. 

Verzerrungsverhältnisse: Da die Hauptrichtnngen (s. S. 21) mit der 
radialen und tangentialen der Karte zusanmienfaUen, so mufs eine der Indikatrix- 
achsen in der Richtung der Horizontalkreise liegen. Nach Fig. 21 verhält sich 

2 tif-— ■ 
Halbmesser des Bildkreises MB' ^2 1 ^9 

— —..^——^—^— ._——_— — ^^ __— _. ^^ _____ ^^ _^_^__ ^^ sec -*- * 

Halbmesser des Euffelkreises DB sin ^ ^9 2 

® 008* — 

Dies Verhältnis gilt somit fOr die Umfange der beiden Kreise. 

Die zweite Achse liegt in der Richtung der Hauptkreise. Die Bestimmung 
derselben erfolgt aus dem Verhältnis der Bildfläche zur Kugelfläche, das im 
Verhältnis der Quadrate der Halbmesser gegeben ist. Es ist 

Jlf^'-2tg| 
der Halbmesser des Eartenkreises^ und 

Jf^ = 2sin| 
der des der Kalotte fiächengleichen Kreises. 
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Folglich 



MB' 
MB' 



^ 2 



sin' 



2 



C08 



2 



Die beiden Hauptrichtangen, bez. Achsen sind also gleich: a = & =» sec^ -^ • 

Die Flächenändemng ist jS = a& = a^ = &* == sec*— • Die Sekante eines 

Winkels ist stets > 1, woraus folgt, dafs die Abbildung eine mit wachsendem 
Zenitabstande S auch zunehmende Yergrölserung der Flächen erföhrt. Da a = &, 

SO ist sin 00 = --jTjv = 0. Die Horizontalkreise sind auch hier Äquideformaten, 

müssen aber Linien gleicher a oder h genannt werden. 

Tabelle der Yerzerrungselemente der winkeltreuen Azimutprqjektion in Punkten 

Ton 5® zu 5® Zenitdistanz. 
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Bei der Zenitdistanz von 90® erfiLhrt danach die Eartenfläche eine Yer- 
gröfsemng um das Vierfache gegen die ürbildfläche. Die Tafel zeigt, dals bis 
höchstens zu der Zenitdistanz von 20® die Längen- und Flächenänderungen als 
mäisig und erträglich bezeichnet werden können. Wenn nicht ganz bestimmte 
Zwecke, die nur durch die Winkeltreue und eine andere Eigenschaft der Pro- 
jektion, auf die noch an anderer Stelle eingegangen werden wird, erreicht werden 
können, verfolgt werden, yerbietet die gewaltige Flächenänderung die Anwendung 
dieser Projektion für die Abbildung gröfserer Flächen. 

Konstruktion und Zeichnung: Die normale Projektion, deren Meridiane 
wie bei den vorher besprochenen azimutalen Entwürfen gezeichnet werden, läfst 
neben der Berechnung der Halbmesser der Parallelkreise nach dem Halbmesser- 
gesetz auch eine einfache geometrische Konstruktion zu. Nach Fig. 21 
ist der Halbmesser des Parallel- (Horizontal) -Kreises d gleich MB\ Die Zeichnungs- 
ebene ist hier 9kis in. M berührend gedacht. Alle durch M gehenden Linien der 
Ebene sind somit Tangenten an die Kugel, also auch MB\ Verbindet man 
den M gegenüberliegenden Punkt 0, der im normalen Falle wie M ein Pol ist, 
mit dem 'auf dem Parallel -(Horizontal) -Kreise gelegenen Punkte B^ so ist, wie 

schon früher gezeigt, Winkel MOB = -^ • Wird OB über B hinaus bis zum 

Schnitt mit der Ebene ZE verlängert, so ist B' der Schnittpunkt und 



d _ MB' 
^^^~ MO 



MB' 
2r 



also MB' = 2rig^ 



2 



Es sind daher, wenn z. B. die Parallelkreise von 10® zu 10® gezogen werden 
sollen, an MO in die Winkel 5®, 10®, 15® • • • 45® anzutragen, und deren 
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einer Schenkel aber den Kreis hinaus bis zom Schnitt mit ZE zu dehen. Die 
Entfernung der Schnittpunkte von M giebt die Gräfse der entsprechenden Halb- 
messer. Das gleiche Resultat erh&lt man, wenn man im Quadranten MCQ den 
Bogen MQ in nenn gleiche Teile teilt, und durch nnd die Teilponkte Gnaden 
legt, die ZE treffen. 

Ds kann indes anch statt der BerOhningsebene ZE die durch den Eugel- 
mittelponkt C gelegt« Schnittebene als Frojektionsfläche benntzt werden. Im 
normalen Falle ist dies die Äqnatorebene. Dann entspricht dem Punkte B' 
auf ZE der Punkt F auf AQ. Die Dreiecke MOB' und COF sind ähnlich. 
Demnach verhält sich ^^ ^ ^^. _ ^^ ^ ^^_ 

CO iflt r und MO = 2 r, also 

CF:3fB' = r:2r=l:2, 

d. h. CF ist die Hälfte von MB'. Die Abbildung auf die Schnittebene AQ 
wird also nur im Malsstabe gegenüber der auf ZE ge&ndert; sie ist halb so 
grols wie diese. Für den F&rallelkreis 6 ^ 90", d. i. den Ätjuator, wird in 
diesem Falle der Halbmesser — > CQ, da Winkel COQ = 45". 

Ist also die Aufgabe gegeben, von der Kugel, deren Halbmesser ^ CM 
ist, eine Halbkugel mit dem Pole M als Mittelpunkt azimutal -winkeltren im 
MittelpnnktsmaTSBtab 1 : 2 abzubilden, nnd zwar mit dem 10"-Ketz, so kann der 
Heridianschnitt AMQO direkt eJs Zeichnnngsebene benutzt werden. Man teilt 
den Kreis AMQO in 36 gleiche Teile und verbindet die Teilpunkte mit C, das 
nnn Eartenpcl wird, wahrend die Verbindimgslinien die Meridiane darstellen. 
In trSgt man an MO die Winkel 5", 10" ■ ■ ■ 4&" an und bringt ihre Schenkel 
zum Schnitt mit CQ. Die Schnittpunkte 
geben mit C die Längen der Parallelkreis- 
halbmesser. Dem Winkel bei 0, 4 = 5" 
entspricht der Parallel mit Poldistanz 
J = 10", also 91 = 80'' u.[s.w. Der Äquator, 
(~ = 45", i = 90", 9 = 0") ist bereits durch 
4 AMQO gegeben (Fig. 22). Die geome- 

trische Zeichnung auf der Berührungsebene, 
die doppelt so grolä wird, wie die auf der 
Schnittebene, braacht wohl nicht ausfllhi^ 
lieber mehr behandelt zn werden. 

Die winkeltrene azimutale Projektion, 
bekannter unter der Bezeichnung „stereo- 
graphische Projektion", ist sehr alt Aller- 

Vig. ai. winkdireu uiMauie Pgiupcojainion. dinga ist sie als perspektivische Projek- 
tion erdacht und demgemäls betrachtet und 
behandelt worden. Die Eigenschaft der Winkeltrene und damit die Identität der 
stereographischen Projektion mit der winkeltreaen azimntalen Projektion ist erst 
verhältoisrnSIsig spät erkannt worden. Soweit die Nachrichten reichen, ist sie als 
Perspektive von dem Astronomen Hipparch (160 — 125 v. Chr.) erdacht worden, 
der sie zur Ahbildong des Himmelsgewölbes benutzte. Sie diente also nr- 
aprOnglich astronomischen Zwecken und Aufgaben, fttr die sie auch sehr ge- 
eignet ist, weil Meridiane und Parallelkreise allgemein als Kreise abgebildet 
werden. Fttr geographische Karten hat sie zuerst der Niederländer Qemma 
Frisins benutzt (1540), und seitdem ist sie vieKach, besonders den Planigloben 
zu Grunds gelegt worden. 1613 gab ihr der Jesuit Aguillon (Aguilonius) 
die Bezeichnung „atereographisch", die Breusing nicht mit Unrecht nichtssagend 
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nennt ^), weil sie eigenÜich auf alle perspektivischen Entwürfe pafsi Seit 
Gemma Frisius bis in dieses Jahrhundert hinein vielfach benutzt, wird sie in 
neuerer Zeit wieder in den Hintergrund gedrängt, weil eben im allgemeinen die 
Winkeltreue far geographische Karten nicht so wichtig ist, daüs die mit ihr 
unzertrennlich verbundene Flächenvergröfsernng mit in Kauf genommen werden 

kann. Von neueren At- 
lanten, die sie noch in 
bescheidenem umfange 
angewendet haben, mögen 
die folgenden genannt 
werden, ohne dafs dabei 
auf ein erschöpfendes 
Verzeichnis Anspruch ge- 
macht wird, und die 
Sternkarten noch be- 
sonders genannt werden, 
die auch heute noch in 
dieser Projektion ge- 
zeichnet werden: 

Sjdow- Wagner, me- 
thodischer Schulatlas: 
Land- und Wasserhalb- 
kugel. 

Lehmann - Petzold, 
Atlas für höhere Lehr- 
anstalten: Karte der Süd- 
polarländer und Halb- 
kugel der gröDsten Land- 
masse. 

Debes Handatlas be- 
sitzt, heute wohl einzig in seiner Art, zwei in dieser Projektion entworfene 
Landerkarten: Bl. 47, Kapland, Hauptpunkt 25® s. Br. und 25® ö. L., und BL 50, 
Äquatoriales Afrika, Hauptpunkt 10® s. Br. und 30® ö. L., wie solche im vorigen 
Jahrhundert von den Deutschen Hase, Tob. Mayer u. a. mehrfach gezeiclmet 
sind. Figur 23 giebt diese Projektion für g>^ = 25® n. Br. 




Fig. 28. Winkeltreue Mlmutele (itereographisohe) Projektion. 
tpo s aS» n. Br. 1 : 120 HiU. 



5. Andere azimutale Projektionen. 

Im vorhergehenden Abschnitte sind drei azimutale Projektionen in der 
Weise behandelt worden, dafs der Reihe nach je eine bestimmte Eigenschaft 
f&r die Karte als Forderung gestellt und dann das ihr genügende Halb- 
messergesetz ermittelt wurde. Aufser den drei Eigenschaften der Mittel- 
abstands-; Flächen- und Winkeltreue giebt es noch andere Eigenschafben, 
die eine Karte besitzen kann, die ihr also auch beigelegt werden können. 
Indes lassen sich diese nicht von vornherein so scharf formulieren, wie jene 
drei; daher kann auch eine ebenso scharf begrenzte Forderung für das 
Halbmessergesetz nicht mehr gestellt werden. Um daher weitere Entwürfe 
zu ermitteln, wird jetzt der umgekehrte Weg eingeschlagen. Es wird 
nunmehr das Halbmessergesetz formuliert^ was möglich ist^ da es unzahlig 



1) Breusing, Yerebnen S. 16. 



6. Andere azimutale Projektionen. 



49 



viele azimutale Projektionen giebt^ und aus ihm werden die Eigenscliaften 
des jeweiligen Entwurfs abgeleitet. Wie bisher wird das Gesetz in einer 
Funktion der Zenitdistanz ausgedrückt. 

Die bisher behandelten Halbmessergesetze lauten: 

f(jS) = 9XGd für die mittabstandstreue 



/• (tf) = 2 sin - für die fl&chentreue 



f (d) = 2 tg — fftr die winkeltreue 



Projektion. 



Es liegt nahe, andere Funktionen von d, wie sin d, tg d u. s. w. einzusetzen. 

L Das HalbmessergesetB laute / (<f) =: sin ö. (Orthographische Pro- 
jektion.) Es sei (Fig. 24) AMQO ein Hauptkreis der Kugel, erhalten durch 
eine durch ihren Mittelpunkt gelegte Schnittebene. M sei der Mittelpunkt 
der abzubildenden Kalotte, in dem die Kartenebene ZE die Kugel be- 
rührend gedacht werden mag. Der durch B gelegte abzubildende Hori- 
zontalkreis habe den Zenitabstand 
M L' B' E ^ p^jj^ jgj jyjß j^j. Halbmesser 

dieses Horizontalkreises auf der 
Kugel, da D^ senkrecht zu MO^ 
dem durch M gehenden Kugel- 
durchmesser, steht. In dem recht- 
winkligen Dreieck CBB ist 
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sin d = 



CB 



Fig. S4. 



und da CB der Kugelhalbmesser 
r = 1 ist, ist 

sin d = DB, 

Lautet also das Halbmessergesetz 
f (d) = sin d, so wird der durch B 
gehende Horizontalkreis der Kugel auf der Karte durch einen Kreis um M ab- 
gebildet, dessen Halbmesser I£B'^= DB = smö wird. Der Bildkreis erhalt 
also den gleichen Halbmesser wie der ihm entsprechende Kugelkreis, woraus 
folgt, dafs er diesem auch im Umfange gleich ist. Die Karte wird also 
in der Richtung der Horizontalkreise oder der an sie gezogenen Tangenten 
längentreu sein. Diese Richtung fällt bei azimutalen Abbildungen mit 
einer der beiden Hauptrichtungen zusammen, die in ihr Hegende Indikatrix- 
halbachse wird somit unveitLndert abgebildet, ist also = i. 

Die Figur zeigt, dafs DB kleiner ist wie Bogen MB, Dies Stück des 
Hauptkreises MQO erhält aber in der Karte die Länge MB' = DB'^ in 
der Richtung der Hauptkreise erleidet also die Karte eine Verkürzimg, 
woraus sich ergiebt, dafs die in die Richtung der Horizontalkreise fallende 
Halbachse die grofse Halbachse a=l ist, während die Halbachse h in die 
Hauptkreisrichtung fällt. 

Sowohl aus Fig. 24 als auch aus Fig. 25 ist ersichtlich, dafs statt der 

Zöppritz, Kartoneutwurfslohre. 2. Aufl. von Bludau. I. 4 
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Berühruiigsebene ZE die ihr parallele Sclmittebene AQ durch den Kugel- 
mittelpunkt C, wie überhaupt jede andere ZE parallele Ebene als Projektions- 

fläche benutzt werden kann^ ohne 
dafs dadurch die Abbildung auch 
nur im mindesten geändert wird. 
Die Abbüdung erfolgt nämlich 
in der Art^ dals von jedem 
Kugelpunkte ein Lot auf die 
Schnittbildebene oder auf die 
Berührungsebene gefällt wird, 
dessen Fufspunkt der Bildpunkt 
ist Wird auf die Schnittebene 
projiziert; so zeigt Fig. 25, 
dafs der Halbmesser eines be- 
liebigen Horizontalkreises d, 
m = sin dy geometrisch betrach- 
tet, nichts andres ist, als die 
Projektion des zugehörigen Kugelhalbmessers auf die Schnittebene, die 
trigonometrisch durch die Sinusfunktion der Zenitdistanz ausgedrückt wird. 
Aus der Fig. 25 geht weiter hervor, dafs die Projektion d.es zu 6 ge- 
hörigen Bogens, so lange die Zenitdistanz d klein ist, wenig in der Gröfse 
von dem Kugelbogen abweicht. Je gröfser d wird^ desto gröfser wird der 
unterschied zwischen den Halbmessern der Eiartenkreise und den diesen 
entsprechenden Bogen auf der Kugel, die mehr und mehr verkürzt ab- 
gebildet werden. 

Verzerrungsverhältnisse. Es sei (Fig. 24) L ein zweiter Punkt, der mit 
B auf demselben Hauptkreise MQ liegt, d' seine Zenitdistanz; d' sei aber nur wenig 
kleiner wie J, sodais d — d\ der Zenitunterschied zwischen B und X, so gering 
ist, dafs der Bogen LB als Gerade betrachtet werden darf. Der Halbmesser des 
Horizontalkreises d' für die Abbildung ist dann FL == sin d\ und die Bogen- 
länge LB = arc d — arc J' wird projiziert als DB — FL = sin d — sin 6'= GB. 
Wenn LB so klein ist, dafs es als Gerade betrachtet werden darf, ist in dem 
rechtwinkligen Dreieck LGB der Winkel GBL = d. Es fällt dann nämlich 
LB mit der in B gezogenen Tangente zusammen. 

Es ist nun 

^I)BC= 90® — d 
und 

folglich 

^ LBG = ^ LBC — ^ BBC = 90<> — (90<> — d) = d, 
und Q^ 

j^ = COSd, 

folglich 

GB = LBco8d, 

d. h. das unendlich kleine Stück LB wird projiziert als GB^ wobei es im Ver- 
hältnis von cos ö verkürzt wird. Was für die Punkte L und B gilt, gilt far 
alle unendlich nahe gelegenen Punkte, und da man sich den ganzen Bogen MQ 
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ans nnendlich vielen, unendlich kleinen Stücken, die for sich als Geraden be- 
trachtet werden können, zusammengesetzt denken kann, so gilt dies Verhältnis 
fiir alle Punkte der Hauptkreisrichtungen. Die Längenänderung auf diesen 
Kreisen ist also gegeben im Verhältnis von cosJ. Da der Cosinus als echter 
Brach kleiner als 1 ist, die Längenänderung in den Horizontalkreisen aber 1 
ist, so liegt die groise Achse a =s 1 in der Richtung dieser, die kleine Achse 
5 =ss cos 6 in der der Hauptkreise. Die azimutale Projektion mit dem Halb- 
messergesetz f(d) =» sin ^ besitzt also in der Richtung der Horizontalkreise 
Längentreue, erleidet in der der Hauptkreise aber eine Verkürzung im Ver- 
hältnis von cos d. Daraus folgt, daijs auch die Eartenfläche gegenüber der 
Eugelfläche verkleinert wird. Es ist das Flächenverhältms jS =» a2>, somit S = 
1 . cos J 'S cos 6, Es ist cos 0® = 1, cos 90® = 0; daraus folgt, daJfe im Haupt- 
punkte ^ = 0® keine Längen- und Flächenänderungen stattfinden; mit zu- 
nehmenden S wachsen dieselben, wie es schon an der Fig. 25 erkennbar ist; 
bei d = 90® wird die Fläche «= 0, d. h. in unmittelbarer Nähe dieses Horizontal- 
kreises schrumpft die Fläche zur Linie zusammen. Die Maximalwinkeländerung 
ergiebt sich aus: 



a — b 1 — cos 9 



2 am* — 



smw = — r-r ^ 



a -|- 6 1 -|- cos ^ 



2cofl' — 



» = *«¥ 



Tafel der Verzerrungselemente für die Azimutprojektion f(d) = ^d in Punkten 

von 15® zu 15® Zenit^tanz. 
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1,000 


1,000 
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1,000 
0,966 
0,866 
0,707 


38®5r 
72 9 
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1,000 
1,000 
1,000 


0,500 
0,259 
0,000 


0,500 
0,259 
0,000 



Ein Vergleich dieser Tafel mit den vorhergehenden zeigt, wie gewaltig diese 
Projektion hinter den vorher behandelten zurücksteht; besonders der Umstand, 
daJä bei i = 90® die Fläche =^ wird, macht eine Anwendung derselben bei 
gröläeren Zenitdistanzen müjslich, bei solchen über 90® unmöglich. In der That 
wird dieser Entwurf für Erdkarten im engeren Sinne auch gamicht praktisch 
verwertet. Nichtsdestoweniger besitzt er doch eine gewisse Bedeutung. Man 
denke sich die punktierten Linien in Fig. 25, die die projizierenden Strahlen 
der Halbmesser 1 — 1, 2 — 2 . . . 9 — 9 auf die Schnittebene AQ sind, ins Un- 
endliche verlängert, so erkennt man, dais diese Projektion auch eine per- 
spektivische ist, deren Augpunkt in unendlicher Entfernung liegt, sodals die 
Sehstrahlen als parallel betrachtet werden können. Eine in dieser Projektion 
entworfene Karte mufs denmach von dem abgebildeten Objekte das Büd liefern, 
das man sieht, wenn man eben in unendlich weitem Abstände vom Objekte 
steht. Als solch ein Abstand kann bereits die Entfernung des Mondes von der 
Erde betrachtet werden. Mondkarten werden daher in dieser Projektion ge- 
zeichnet; sie müssen und können auch nur in dieser Projektion entworfen werden, 
weil wir von dem Monde nur das Bild entwerfen können, das wir von der Erde 
aus sehen können. Er erscheint uns von vornherein mit all den Eigenschaften 
behaftet, die die Projektion, die infolge ihrer Eigenschaft als perspektivische die 
orthographische oder Parallelprojektion genannt und als solche noch be- 
handelt werden wird, besitzt: er erscheint uns in den Randzonen beträchtlich 
verkürzt, sodafs dieselben nicht so genau bekannt sind, wie die mittleren Teile 
der Mondscheibe.' 

4* 
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Anfser für Mondkarten wird dieser Entwurf noch angewendet far Erd- 
ansichten, bei denen der Betrachter sich auch auf einem unendlich fernen Stand- 
punkt stehend vorstellen muTs. Es sind Probleme aus der mathematisch-astro- 
nomischen Geographie, deren bildliche Darstellung einen solchen Standpunkt 
erfordert, wie z. B. die Darstellung der Erdrevolution, der Beleuchtungsverhältnisse 
im Laufe des Jahres u. a. Da solche Karten in jedem Atlas enthalten, auch 
äufserlich unverkennbar sind, kann von einer Aufzählung Abstand genommen 
werden. 

Konstruktion und Zeichnung. Die normale Projektion ist äuiserst einfach 
durch geometrische Konstruktion zu gewinnen. In diesem Falle wird in Fig. 25 
C der Pol, AMQO der Äquator als Grenzkreis. Die Horizontalkreise werden 
zu Parallelkreisen, die Hauptkreise zu Meridianen. Diese werden nach bekannter 
Weise gezeichnet. Ist durch sie der Äquator eingeteilt, so werden durch seine 
Teilpunkte Parallelen zn ÄQ gezogen. Die Halbmesser der Parallelkreise sind 
dann gegeben sowohl in den Linien 1 — 1, 2 — 2, 3 — 3 u. s. w., als auch 
in den Abschnitten auf MC] denn es bedarf keines weitem Beweises, dafs die 
Einteilung auf MC gleich der auf CQ ist. Man kann daher, statt die Strecken 
1 — 1, 2 — 2, in den Zirkel zu nehmen, diesen gleich auf C setzen, und der 
Reihe nach auf 8, 7, 6 u. s. w. einstellen und die Kreise ziehen, die nun als 
Parallelkreise g> in umgekehrter Folge wie die Kreise d beziffert werden. 

Die Zeichnung nichtnormaler Entwürfe erfolgt mit Hilfe der Koordinaten 
a, f{S), Da bei der transversalen Projektion neben Mittelmeridian und Äquator 
alle Parallelkreise geradlinig abgebildet werden, so ist die Berechnung und 
Zeichnung derselben auch nicht sonderlich schwierig, da für jeden Parallelkreis 
alle Ordinaten y einander gleich sind. — Hipparch ist der Erfinder dieser Pro- 
jektion. 

2. Das HaLbmessergeseti laute f{ö) ^ tg <f . (Gnomonische Projektion.) 

Es sei (Fig. 26) AMQO ein Hauptkreisschnitt der Kugel; B ein Punkt des 

Horizontalkreises 8^ der mit dem 

Halbmesser m = tg J auf die in 

M berührende Ebene ZE projiziert 

werden soll. Wird der Halbmesser 

CB bis zum Schnitt mit der Ebene, 

bis B\ verlängert, so ist MB' der 

geforderte Halbmesser und damit 

B' der Bildpunkt von B, Denn 

es ist 

^ . MB' MB* 



B' s" G 




Fig. 26. 



und da r = 1 angenommen wird, 
igd = MB\ 

Lautet also das Halbmessergesetz 
der Projektion f{8) = tg 5 , so wird der durch B gelegte Horizontfdkreis 
der Kugel auf der Karte durch einen um M beschriebenen Kreis abgebildet, 
dessen Halbmesser gleich der Tangente wird, die durch M fOr den Winkel d 
gezogen wird. Es ergiebt sich daraus, dafs dieser Halbmesser aufser durch 
Rechnung auch durch Konstruktion gefanden werden kann, indem an MC 
in C der Winkel d angetragen wird, und dessen zweiter Schenkel zum 
Schnitt mit ZE gebracht wird. 
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Somit kann der normale Entwurf rein geometrisch konstruiert werden, 
indem die Meridiane in bekannter Weise gezogen und die Halbmesser der 
Parallelkreise durch Konstruktion unter Benutzung der Schnittlinie ZE der 
Zeichenebene f&r jeden Winkel 6 gefanden werden, zu welchem Zwecke der 
Bogen MQ entsprechend einzuteilen ist. Die Fig. 26 lälst auch erkennen, da£s 
die Projektion perspektivisch ist. Es befindet sich der Augpunkt im Eugel- 
mittelpunkte, und die von ihm ausgehenden Sehstrahlen projizieren die Punkte 
der Eugeloberfläche auf die in M berührende Ebene ZE*^ daher lassen sich 
auch nichtnormale Entwürfe geometrisch konstruieren, doch wird darüber an 
anderer Stelle gesprochen werden. Es sei hier nur die aus der perspektivischen 
Eigenschaft sich leicht ergebende Thatsache erwähnt, daDs diese Projektion, die als 
Perspektive wegen der Lage des Augpunktes die zentrale oder gnomonische 
genannt wird, alle grölsten Eugelkreise als Geraden abbildet; daraus folgt, dals 
sowohl in normaler als nichtnormaler Lage die Meridiane und in letzterer 
auch der Äquator geradlinig erscheinen, weiterhin aber überhaupt alle Linien, 
die mit gröfsten Eugelkreisen zusammenfallen. Darum besitzt diese Projektion 
in einer Hinsicht eine grofse praktische Bedeutung, namentlich für Seekarten. 
Denn der gröMe Ereis ist die kürzeste Verbindung zwischen zwei Punkten auf 
der Eugel, also derjenige Weg, den ein Schiff über das Meer (abgesehen von 

den durch Wind und Strö- 
mungen bedingten Ab- 
weichungen) von einem 
Hafen zum anderen auf- 
suchen sollte. Hat nämlich 
der Seefahrer eine Earte 
des zu befahrenden Ozeans 
(für kleinere Meere ist 
der Weg auf dem grölsten 
Ereise weniger wichtig) 
in gnomonischer Projek- 
tion, so kann er durch 
Anlegen des Lineals an 
Ausgangs- und Ankunfts- 
hafen seinen Weg im 
voraus einzeichnen (Fig. 
27) und daraus ent- 
nehmen, unter welcher 
geographischen Breite 
jeder Längengrad ge- 
schnitten werden, welchen 
Eurs er also von Grad 
zu Grad steuern muGs. 
Er segelt, wenn er dieser Linie folgt, auf einem gröfsten Ereise oder einer 
Orthodrome (s. S. 11), die aber, wie früher gezeigt worden ist, eine stetige 
Änderung des Eurswinkels (Azimut) bedingt, weshalb das Segeln auf der Loxo- 
drome dem auf der Orthodrome vielfach vorgezogen wird. 

Aber noch in anderer Hinsicht ist die Projektion praktisch wichtig. Handelt 
es sich z. B. darum, die kürzeste Verbindung zwischen zwei weit entfernten Orten 
(eben den grölsten Ereis) nicht blos in ihrer Gröfse zu berechnen (das Ver- 
fahren s. a. a. 0.), sondern auch diese Linie in irgend eine beliebige Earte ein- 
zuzeichnen, so wäre es falsch, die fraglichen Punkte auf der Earte einfach durch 
eine Gerade zu verbinden, wenn diese Earte nicht in der zentralen Projektion 
entworfen ist. Denn nur diese allein besitzt die Eigenschaft, alle gröDsten 
Ereise geradlinig abzubilden; alle anderen Projektionen besitzen diese Eigen- 




Fig. 27. Centrale oder gnomonische Projektion. 
(p^ = 80° n. Br. 1 : 120 MiU. 
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Schaft im &llgemeineii nicht, sondern nur in besonderen Fällen. So bilden alle 
anderen azimutalen Entwürfe nur diejenigen gröMen Kreise geradlinig ab, die 
durch ihren Hauptpunkt gehen, d. h. nur die Hauptkreise. Ist die vorliegende 
Karte, in die eine Orthodrome eingezeichnet werden soll, also nicht in centraler 
Projektion entworfen, so mufs im allgemeinen der Verlauf der Linie punktweise 
berechnet und ebenso eingezeichnet werden, was bekanntlich ziemlich langwierig 
ist (s. S. 11). Besitzt man aber von derselben Gegend daneben noch eine Karte 
in centraler Projektion, so kann man auf dieser die fraglichen Punkte einfach 
durch eine Gerade verbinden und diese Linie auf die zweite Karte übertragen. 
Dies VerÜELbren erspart die umständliche Rechnung und liefert praktisch genügend 
genaue Besultate. In der Regel wird die Karte in centraler Projektion in 
Atlanten fehlen, weil allenfalls nur Seekarten in ihr gezeichnet werden. Eine 
vollständig ausgefahrte Karte ist aber auch entbehrlich, es genügt, ein Netz in 
dieser Projektion zu konstruieren, das dem der anderen Karte entspricht. In 
dieses werden die beiden zu verbindenden Punkte, deren geographische Koor- 
dinaten bekannt sein müssen, eingezeichnet, verbunden, und die Verbindungslinie 
in die zweite Karte übertragen. 

Verzerrungsverhältnisse. Dafs diese Projektion praktisch -wenig ver- 
wertet wird, liegt daran, dals ihre Eigenschaft, alle gröDsten Kugelkreise gerad- 
linig abzubilden, durch ihre ungünstigen Verzerrungsverhaltnisse völlig auf- 
gewogen wird. Bereits aus der Fig. 26 läfst sich entnehmen, dafs die Karte 
schon in geringer Entfernung vom Mittelpunkte im Vergleich zur Kugel be- 
trächtlich vergrölsert wird, und sogar ohne die Zeichnung lallst sich diese 
Folgerung machen, wenn man das Wachstum der Tangentenfiinktion, die bei 
wachsendem d von 0^ bis 90^ von bis cx) zunimmt, berücksichtigt. Es sei 8 
der Zenitabstand des B enthaltenden Horizontalkreises. Der Halbmesser des 
Kugelkreises 6 ist dann DB = sin ^, der des Bildkreises laut Annahme MB' 
= tg ^. Da sich die umfange zweier Kreise wie ihre Halbmesser verhalten, so ist 

sind 

Umf. des Bildkreises MB' igS cosd sind 1 

Umf. des Kugelkreises DB sind sind sind cos d cos d 

und stets ist sec d > 1. 

In der Richtung der Horizontalkreise findet denmach eine Längenändenmg im 
Verhältnis von secd statt. Um die Längenänderung in der Hauptkreisrichtung 
zu ermitteln, denke man sich von M aus auf dem Hauptkreise MQ einen 
Bogen s aufgetragen, der so klein ist, dais man ihn auch auf der Kugel als 
Gerade ansehen kann. Die Figur zeigt, daüs derselbe auch auf dem Bilde in 
der Länge nahezu dem Kugelbogen s gleich ist. Trägt man denselben Bogen 5 
von B aus in der gleichen Richtung MQ auf, so erscheint derselbe nunmehr im 
Bilde als B'G^=s'\ also erheblich vergrölsert. Zieht man B'F=^s'" senk- 
recht zu CB\ so ist, da in dem Dreieck CMB' cos d = ^^d^ = ttd^ ist, und 

der Bogen s als Gerade betrachtet werden kann, das Dreieck CBL ähnlich dem 
Dreieck CB'F^ weil BL parallel JB'JP, und es verhält sich: 

B'F:BL=CB':CB, 
d. h., da C7-B = r = 1, und OB' = -^ = ^ 



cos d cos d ' 

cosd ^ ' 

Femer ist der Winkel JPJ5'6r = d, weil die rechtwinkligen Dreiecke 
CMG und B'FG den Winkel bei G gemeinsam haben und daher ähnlich sind. 
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Es ist also 



n 



f/r rr » 

s == s cos Ö. 



Setzt man diesen Wert in (1) ein, so wird diese: 

1 



s cos d : s = 
ff «. 

8 COSO = 



008 ^ 

8 

tos 8 



:1, 

und 8" = 



8 



cos* 8 ' 



d. h. die Bogenlänge s erscheint auf der Karte im Verhältnis 1 : — p« ver- 

^ ^ cos o 

gröfsert Da — ^ = sec d > 1, so ist — |-^ = sec* 8 > sec d, also liegt die grofee 
Halbachse a = sec^ 8 in der Hanptkreisrichtimg, die kleine & = sec d in der 
Horizontalkreisrichtnng. Ist z. B. d = 45^, so ist cos 8 = —=. , cos* ^ = y , 

folglich 6 = sec d = y2 = 1,414, und a = sec* d = 2. In der einen Richtung h 
beträgt die Yergröljserung das Anderthalbfache, in der zweiten das Doppelte. 
Die Flächenänderung S =^ ab wird = sec'd, bei J = 45® demnach 1,414*2 
= 2,828. 

Die Maximalwinkeländerung ergiebt sich aus 

a — 6 



smoo s» 



zu 



a + b 
1 



smo 



008* 8 cos 8 



+ 



C08*d 008 d 



welcher Ausdruck umgeformt werden kann in 



smoo 



008 8 — 008* 8 008 Ä (1 — cos 8) 

cos 8 + C08* 8 coad (1 + cos 8) 



1 — cos d 

1 + 008*' 



smoo 



1 — 008 * 
1 -j- 008* 



2 sm" — 

2 , ,* 



2C08^ 



2 



Tafel der Verzerrungselemente fär die azimutale (Central-) Projektion /*(*) = tg* 

in Punkten von 15® zu 15® Zenitdistanz. 



8 


2(0 


a 


b 


S=ab 


8 


2(0 


a 


b 


8^ab 


0® 
15 
30 
45 


0® 0' 

1 59 

8 14 

19 45 


1,000 
1,072 
1,333 
2,000 


1,000 
1,035 
1,155 
1,414 


1,000 
1,110 
1,540 
2,828 


60® 

75 

90 


38®5r 
72 9 
180 


4,000 
14,93 


2,000 
3,864 


8,000 
57,68 



Aus dieser Tafel geht zur Genüge hervor, dass die Anwendung dieser 
Projektion nur in beschränkter räumlicher Ausdehnung stattfinden kann. Über 
den Horizontalkreis 8 «= 45® sie auszudehnen ist praktisch kaum mehr möglich, 
da hier bereits die Fläche um das Dreifache vergröfsert wird. Eine Halbkugel 
(^ =3 90®) in ihr abzubilden, ist überhaupt unmöglich, da der Halbmesser des 
Grenzkreises w =* tg 90® = oo wird. 

Die Spalten a und b zeigen femer, daHs die Karte geradezu zwei yer- 
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schiedene Mafsstäbe besitzt, deren einer für die Richtung der Hanptkreise, deren 
zweiter für die der Horizontalkreise gilt. Bei etwaigen Messungen mufs auf 
diese Verschiedenheit der Längenänderungen in viel gröfserem MaCse Bück- 
sicht genonunen werden, als bei anderen Projektionen, bei denen die unter- 
schiede zwischen a und h nicht so bedeutend sind, so dafs sie bei rohen 
Messungen und Schätzungen sogar vernachlässigt werden können, was hier nicht 
sein darf. 

In den Hand- und Schulatlanten finden sich Karten, die in dieser Projektion 
entworfen sind, nicht, weil sie für diese als Gerüst von Länderkarten keine 
praktische Bedeutung hat. Es wurde sich aber wohl empfehlen, ihnen einige 
Netze dieser Projektion, für verschiedene Mittelbreiten konstruiert, beizufügen, 
damit die Möglichkeit vorhanden ist, orthodromische Linien ohne Rechnung in 
andere Karten einzeichnen zu können. 

8. Brensings vermittelnde azimutale Projektion. Damit gezeigt werde, 
dafs auch noch andere Halbmessergesetze gebildet werden können, soll hier noch 
eins kurz erwähnt werden. Bemerkt sei aber zuvor, daljs von allen azimutalen 
Entwürfen, die noch möglich sind, keiner eine besondere praktische Bedeutung 
besitzt, sie haben nur ein wissenschafbliches Literesse für den Mathematiker 
oder den, der die Projektionslehre ihrer selbst wegen, ohne Bücksicht auf die 
praktische Verwendung treibt. Da letztere hier aber im Vordergrunde steht, 
so werden auch nur die praktisch bedeutsamen Projektionen ausführlich behandelt, 
und dies um so mehr, als sie elementar entwickelt werden können, was von 
den anderen insoweit nicht mehr gilt, als die Bestimmung der Längenänderong 
in der Hauptkreisrichtung ohne Hilfe der höheren Mathematik, von der hier 
abgesehen wird, nicht mehr möglich ist. 

Um einerseits die Winkeländerungen beim flächentreuen \f{d) = 2 sin ^1 

und die Flachenänderung beim winkeltreuen Entwurf \f{d) = 2 tg — 1 herab- 
zumindern, hat Breusing einen Entwurf ersonnen, dessen Halbmessergesetz 
durch das geometrische Mittel der eben erwähnten Halbmessergesetze dar- 
gestellt wird. La allgemeiner Form lautet es: 



Bm — _ T / sm'— 

-^.sin| = 2]/-| = 

cos- y COB- 



28m- 



f y 



cobI 



Dies Halbmessergesetz kann unter Benutzung der sphärischen oder azimutalen 
Koordinaten (a, d) rechnerisch ausgewertet und die Gradnetze wie alle übrigen 
azimutalen konstruiert werden; der Halbmesser kann aber auch — wenigstens 
ist es bei normaler Lage nicht blos theoretisch möglich, sondern auch prak- 
tisch ausführbar — geometrisch konstruiert werden. Li Fig. 28 ist, wenn 

der Punkt B von M den Zenitabstand S hat, wie bekannt, MB = 2sin^, 
MB' = 2i«|- Wird MB' halbiert und mit MD = DB' um D ein Halb- 
kreis beschrieben, femer MF = MB gemacht, und in F ein Lot errichtet, 
das den Kreis in G trifft, so ist nach einem bekannten Dreieckssatze 

Ma* = MB''MF^MB''MB = ^ig^sm^, also 



JlfGf = 2]/tg|8m|. 
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Wie schon angedeutet^ kann der normale Entwurf unter Benutzung der 
gegebenen Hilfszeichnung konstruiert werden, da die Parallelkreise ja 




Fig. 28. 



durchweg in ganzen Graden (5^, 10^ u. s. w.) gezeichnet werden, und eine 
Einteilung des Ej-eises nach diesen Gradgröfsen praktisch ausfahrbar ist. Bei 
nichtnormalen Entwürfen sind die Werte d aber zur Ereisteilung zu un- 
brauchbar, so dafs hier die Rechnung, die aus der Behandlung der anderen 
azimutalen Entwürfe bereits genügend bekannt ist, eintreten mufs. 

Verzerrungsverhältnisse. Ist m der Halbmesser des Bildkreises 6^ so 
verhält sich dieser zu dem entsprechenden Eugelhorizontalkreise wie die beiden 
Halbmesser, also: 

2Bin^ 
ümf. des Bildkreises 2 



ümf. des Engelkreises 



ycosl 



: sind 



= :2sm7rCos— ' 
d 2 2 



2 sin 



2 



V 



cos- 



2sm— cos— 1/ cos— 1/ i 



a. 



COB»J 



Die groDse Halbachse a der Indikatrix liegt in der Eichtung der Horizontal- 
kreise, die kleine h föllt in die Richtung der Hauptkreise. Es ist 



6 = 



1 + C08>- 

2T/co8'~ 



, also Ä=a& = 



14.CO8»- 

2 cos' — 
2 



smo = 



sm-- 



4 — sin^ 
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Tafel der Verzerrangselemente für Breusings vermittelnde azimutale Projektion, 
/" (rf) = 2 1/ tg — sin — , in Punkten von 15® zu 15^ Zenitdistanz. 



9 


2m 


a 


b 


S^ah 


9 


2a> 


a 


b 


8-ab 


0« 
15« 

45« 


0« 0' 

29 

1 57 
4 21 


1,000 
1,013 
1,053 
1,126 


1,000 
1,004 
1,018 
1,044 


1,000 
1,017 
1,072 
1,175 


60« 
75« 
90« 


7« 39'- 
11 43 
16 26 


1,241 
1,415 
1,682 


1,086 
1,153 
1,261 


1,347 
1,632 
2,121 



In der That hält diese Projektion, wie ein Vergleich mit den Yerzerrongstafeln 
der flächentreuen und der winkeltreuen Projektion zeigt, die Mitte zwischen 
diesen beiden, weshalb sie auch den Namen „vermittelnde'^ verdient, während 
die von Breusing gewählte Bezeichnung „mitteltreu'' doch nicht sinngemäfs ist^). 
Aber in ihrer Eigenschaft des Ausgleichs oder der Vermittelung zwischen den 
beiden Extremen der Flächen- und der Winkeltreue wird sie doch von dem 
mittabstandstreuen Entwurf [f{d) = arc J] übertroffen, der alle Hauptkreise 
längentreu abbildet, zwar etwas gröfsere Winkelverzerrungen besitzt, dafür aber 
günstigere Längen- und damit auch Flächenänderungen aufweist, was für den 
praktischen Gebrauch der Karten doch wichtiger sein dürfte. Praktisch ver- 
wertet hat diese Projektion zxun ersten Male Debes in seinem Handatlas auf 
Bl. 54 für die Karte von Nord- Amerika in schiefachsiger Lage mit dem Haupt- 
punkte 45« n. Br./lOO« w. L. und auf Bl. 58 für die Karte von Süd-Amerika, 
deren Hauptpunkt auf 20« s. Br./59« w. L. liegt 



Zweites Kapitel. 
6. Erster Anliang: PerspektiviBclLe Projektionen. 

1. Allgemeines. Von den vorher untersuchten azimutalen Projektionen sind 

drei, die winkeltreue (stereographische) /*(^) = 2tg— , die orthographische 

[f{i) = smS] und die centrale oder gnomonische \f{i) = tgi] als perspek- 
tivische bezeichnet worden. Da es auljser diesen noch unendlich viele andere 
perspektivische Projektionen giebt, so soll hier auch die perspektivische Abbildungs- 
methode dieser drei Projektionen der Vollständigkeit halber behandelt werden, 
wobei indessen darauf aufinerksam gemacht wird, dafs ihr Wert für die Praxis 
nahezu gleich Null betrachtet werden darf und nur theoretisch insofern in Frage 
kommen kann, als die Kenntnis ihrer Gesetze und die Anwendung dieser wohl 
geeignet ist, das Verständnis der fraglichen Projektionen zu fördern und einige 
Eigenschaften derselben auf elementarem Wege abzuleiten, die ohne Zuziehung der 
Perspektive auf rein analytischem Wege nur sehr umständlich zu deuten sind. 
Um eine Figur von der Kugeloberfläche auf eine Ebene zu projizieren liegt 
es nahe, dasselbe Verfahren anzuwenden, welches zur Aufzeichnung irgend eines 
räumlichen Gebildes, z. B. einer Landschaft, fast immer benutzt wird, die per^ 
spektivisohe Zeiohnimg. Man denkt sich dabei die Sehstrahlen, die von dem 
Auge nach den sämtlichen Punkten des Urbildes gehen, durch die Zeichnungs- 
ebene geschnitten und nimmt den Bildpunkt zu jedem an der Stelle an, wo der 
betreffende Sehstrahl die Zeichnungsebene schneidet. Die Stellung dieser Ebene 
nimmt man senkrecht zu dem Strahl, der die Mitte des darzustellenden Grebietes 



1) Breusing, Das Verebenen der Kugeloberfläche, Leipzig 1892, S. 18 — 19. 
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trifift Um also einen Teil Jlf ^ der Erdoberfläche perspektivisch aufzuzeichnen, 
wird man auf dem durch die Mitte des darzustellenden Teils gezogenen und ver- 
längerten Halbmesser CP (Fig. 29) 
irgendwo, z. B. in 0, das Auge 
annehmen, Sehstrahlen nach den 
sämtlichen darzustellenden Punk- 
ten Jlf, 1, 2, 3 . . . .y ziehen und 
dieses Strahlensjstem durch die 
zu CO senkrechte Zeichnungsebene 
ZE schneiden. Die Schnittpunkte 
M\ 1', 2' . . . IT sind dann die 
Bildpunkte von Jf, 1, 2 . . . ^. 
Eine Verschiedenheit des 
Bildes kann nur bedingt sein 
durch die verschiedene Lage des 
Punktes gegen die Kugelober- 
fläche. Dagegen ist die Entfernung der Zeichnungsebene von P und von 
für den Charakter des Bildes gleichgiltig. Bückt man dieselbe weiter von 

weg, so verändert das Bild nur seinen Malsstab; 
es wird gröfser, bleibt aber sich selbst ähnlich, 
denn die von einem beliebigen Strahlensjsteme auf 
zwei parallelen Ebenen E und E"^ gebildeten Ab- 
schnitte ah cd bez. dh'cdC (Fig. 30) stehen wegen 
der ähnlichen Dreiecke, die ihre Spitze in haben, 
sämtlich in demselben Verhältnisse 





Flg. so. 



a : a' = &:&' = c : c' = •■• = 0? : ic', 

wo X und x' die Entfernungen der Ebenen E 
und E' vom Punkte sind. Es ist deshalb auch a : h : c : d =^ a' : b' : c' : d% 
welche Proportion sich auf alle gegenseitigen Entfernungen innerhalb der beiden 
Bildebenen ausdehnen läfst. Im folgenden wird die Bildebene meist als Tan- 
gentialebene in der Mitte des darzustellenden Teils der Kugel, also im Punkte P 
(Fig. 29), oder auch durch den Mittelpunkt der Kugel gelegt angenommen 
werden. 

Einige geometrische Eigenschaften der perspektivischen Projektionen folgen 
unmittelbar aus ihrer Definition. Dafs alle azimutal sind, darüber kann kein 
Zweifel bestehen, denn jeder Strahlenkegel, der von (Fig. 29) als Spitze durch 
einen Kugelkreis gelegt wird, der P zum Pol hat, schneidet auch die Zeichnungs- 
ebene in einem Bereise, dessen Mittelpunkt P' ist. — Ein Punkt projiziert sich 
als Punkt, eine ununterbrochene Reihe von Pxmkten projiziert sich wieder als 

solche Beihe, d. h. jede Linie wird als Linie ab- 
gebildet. Eine gerade Linie wiixl wieder als Gerade 
abgebildet, denn die von dem Augpxuikt nach den 
einzelnen Punkten jener gezogenen Strahlen liegen 
sämtlich in der durch den Augpunkt und jene Ge- 
rade gelegten Ebene. Diese Ebene schneidet aber 
die Bildebene in einer Geraden, welche also die 
sämtlichen Bildpunkte der Geraden des Urbildes ent- 
hält. Hieraus schliefst man aber weiter, daüs auch 
jede Kurve des Urbildes, falls sie in einer durch das 
Auge gehenden Ebene liegt, sich als Grerade ab- 
bildet. Beifolgende Zeichnung sei in dieser Ebene 
entworfen, in welcher sowohl die Kurve KU (Fig. 31) als das Auge liegen. 
ZE sei die Durchschnittslinie mit der Zeichnungsebene. Dann projizieren sich 







Fig. 81. 
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Fig. 82. 



alle Punkte der Kurve: JST, 1, 2, 3, U in die Punkte K\ 1\ 2', 3', U' dieser 
Geraden. 

Die Netzlinien auf der Eugeloberfläche sind ausschliefslicb Kreise; man hat 
also die für alle perspektivischen Projektionen giltigen Sätze: 

1) Alle Kreise der Kugeloberfläche, deren Ebenen durch das Auge gehen, stellen 
sich in der Karte als gerade Linien dar. 

2) In jeder perspektivischen Projektion mufs ein Meridian sich als Gerade dar- 
stellen; denn es läfst sich inuner durch das Auge und die Erdachse eine 
Ebene legen; eine solche schneidet aber die Erdoberfläche in einem Meridian, 
weil jede durch die Erdachse gelegte Ebene eine Meridianebene ist. 

Den Inbegriff der Strahlen, die zur Projektion einer Figur dienen, nennt 
man deren Projektionskegel. Der Augpunkt ist die Spitze dieses Kegels, 

die Durchschnittslinie desselben mit der Zeichnungsebene 
ist die Projektion, das Bild der Figur. Man sieht daraus, 
dafs ein Polygon sich im allgemeinen wieder als ein Polygon, 
eine Kurve als Kurve projizieren wird. Ist das Polygon 
ein geradliniges, so ist der Projektionskegel eine Pyramide. 
Ist ein Kreis KB zu projizieren, so ist der Projektions- 
kegel ein gewöhnlicher Kegel zweiten Grades. Die Pro- 
jektion K'B' kann ein Kreis nur dann sein, wenn die 
Zeichnungsebene ZE parallel der Ebene des Kreises KB ist. 

Im allgemeinen wird die Abbildung eines Kreises ein 
Kegelschnitt, eine Ellipse (wovon der Kreis ein Spezial- 
fall), eine Hyperbel oder (in einem ganz speziellen 
Falle) eine Parabel. 

Die am häufigsten vorkommende Projektion des Kreises 
ist die Ellipse, um Lage imd Gröfse der Achsen einer Ellipse zu beurteilen, 
die die Projektion eines Kreises von gegebenem Halbmesser und gegebener 

Neigung i gegen die Zeichnungsebene bildet, 
denkt man sich diese letztere durch den Mittel- 
punkt des Kreises gelegt; bei paralleler Ver- 
schiebung der Bildebene in irgend eine andere 
Lage erhält man ja stets ähnliche Figuren. Bei 
der angenommenen Lage wird die Bildebene von 
dem abgebildeten Kreise in zwei Punkten -4, A' 
(Fig. 33) geschnitten, die also ihre eigenen Bild- 
punkte sind. Der sie verbindende Durchmesser 
bleibt unverkürzt. Liegt das Auge in einer zu 
diesem Durchmesser senkrechten und durch den 
Mittelpunkt gehenden Ebene, so wird der in 
dieser Ebene liegende Durchmesser am meisten 
verkürzt; jener wird die grofse, dieser die kleine 
Achse der Ellipse. Die grofse Halbachse ist dann 
der Kreishalbmesser selbst, die Länge der kleinen 
Halbachse hängt von der Neigung % und von der 
Lage des Auges ab. In beistehender Figur sei ABA'B' der abzubildende Kreis, 
ZE die Zeichnungsebene. Die Kreishälfte ABA' liege über, die Hälfte AB'A 
xmter dieser Ebene. Wenn der Augpunkt ist, so wird die kleine Achse der 
Ellipse durch die Projektionsstrahlen OBD und OD'B' bestimmt, sie ist also 
DD\ während die grofse Achse AA' ist. Die Länge CD = CD' der kleinen 
Halbachse hängt, wie man sieht, von dem Neigungswinkel B CD = t zwischen 
Kreis und Zeichnungsebene, sowie von der Lage des Punktes ab, von dem 
der Strahl OBD ausgeht. 







Fig. 88. 
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Liegt aber das Auge nicht in einer in C senkrecht zu AA' stehenden 
Ebene, so wird AA' nicht die grofse Achse der Ellipse. — Wie die Lage nnd 
GrÖfse der Achsen in solchen anderen Fällen gefunden wird, soll, wo sich das 
Bedürfnis ergiebt, gezeigt werden. 

Ein Verschiedenheit perspektivischer Projektionen des Erdkugelnetzes kann 
nur durch verschiedene Lage des Augpunktes hervorgebracht werden. 

Man kann denselben aufserhalb, innerhalb oder auf der Eugelfläche 
liegend annehmen. Li beiden letzteren Fällen muTs man sich freilich die Erd- 
kugel durchsichtig denken, so dafs das Auge die Zeichnung auf der Oberfläche 
von hinten, d. h. von innen her erblicken kann. Dadurch entsteht der Mifsstand^ 
dafs man die Länder nicht in der richtigen, sondern in umgekehrter Lage sieht, 
z. B. Europa rechts von Asien u. s. w.; die Karte würde so erscheinen, wie 
eine gewöhnliche, die man von der Bückseite im durchgehenden Lichte betrachtet. 
Dieser Mifsstand läfst sich aber sofort durch Umkehr beseitigen, indem man 
schon bei der Zeichnung rechts und links vertauscht^). 

Das Bild des Kugelnetzes, welches durch eine perspektivische Projektion 
entsteht, ist in seiner Gestalt abhängig von der Lage des Mittelpunktes M des 
abgebildeten Teils im Netze selbst. Die Tangentialebene im Punkte üf , oder 
die durch den Kugelmittelpunkt gelegte Parallelebene, nennt man den Horizont 
dieses Punktes. Jede perspektivische Projektion ist also eine auf den Horizont 
oder eine Horizontalprojektion. Das Netzbild nimmt in zwei besonderen Fällen 
einen wesentlich vereinfachten Gharaker an: 1) wenn der Berührungspunkt M 
ein Pol ist, die Projektion also auf der Ebene des Äquators stattfindet — von 
einigen Polar-, von andern Äquatorialprojektion, hier wie firüher normale ge- 
nannt — ; 2) wenn der Punkt M dem Äquator angehört, die Projektion also 
auf die Ebene eines Meridians ausgefiihrt wird, — Äquatorial- oder Meridian- 
projektion, hier transversale genannt (s. S. 32). 

Da sich der Augpunkt stet» auf dem durch den Punkt M gezogenen Halb- 
messer befindet, so liegt er bei jeder perspektivischen Polarprojektion in der 
Erdachse oder ihrer Verlängerung. Demnach gehen alle Meridianebenen durch 
das Auge und bilden sich deshalb als gerade durch den Mittelpunkt M gehende 
Linien ab. Der Winkel, welchen zwei beliebige Meridianebenen in Wirklichkeit 
mit einander bilden, wird gemessen durch den Winkel ihrer Schnittlinien mit 
einer zur Erdachse senkrechten Ebene (z. B. der Äquatorebene). Da nun bei 
der normalen Projektion die Bildebene gleichfalls senkrecht zur Achse steht, so 
machen die Durchschnittslinien der Meridiane mit der Bildebene dieselben Winkel 
wie in Wirklichkeit miteinander. Man kann also für jede normale perspektivische 
Projektion die sämtlichen aufzuzeichnenden Meridiane sofort eintragen. Sollen 
sie von 10 zu 10^ aufgenommen werden, so zieht man durch den Pol 36 Ge- 
rade in Winkeln von je 10^ gegeneinander, diese stellen die Meridiane dar. 

Die Parallelkreise stellen sich bei jeder normalen perspektivischen Projektion 
als Kreise dar, denn jede ParaUelkreisebene steht senkrecht zur Erdachse, in 
welcher das Auge liegt, der Projektionskegel ist also ein gerader Kreiskegel, der 
durch jede senkrecht zur Achse stehende Ebene, also auch durch die Zeichnungs- 
ebene, in einem Kreise geschnitten wird. Der Halbmesser dieses Kreises hängt 
von der Lage des Auges d. h. von seiner Entfernung vom Kugelmittelpunkte ab. 
Die verschiedenen normalen perspektivischen Projektionen unterscheiden sich also 
nur durch den Durchmesser der Kreise, welche die entsprechenden Parallel- 
kreise darstellen, was bereits bekannt ist. 

* 

IQ Wenn Breusin^, Das Yerebenen der Eugeloberfläche, S. 20, dieses, doch nur 
das Verständnis vorbereitende Yerfahren unnatürlich nennt, so thut er das ohne Ghrund. 
Er hätte nur an das astronomische Femrohr denken sollen, das das Bild auch um- 
gekehrt zeigt. 
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Bei der transversalen Projektion stellt sich der Äquator unter allen um- 
ständen als Gerade dar, weil ja das Auge in einem Äquatorialhalbmesser 
(bez. seiner Verlängerung) liegt, die Äquatorialebene also durch das Auge geht. 
Femer stellt sich der durch M gehende Meridian als Gerade dar. Das Netzbild 
wird also durch Äquator und Mittelmeridian in vier symmetrische Viertel geteilt, 
falls der durch M gehende Mittelmeridian zu den darzustellenden gehört. 

Die Bilder der übrigen Meridiane sind bei jeder transversalen Perspektive 
Ellipsen, denn sie sind Schnitte je eines Kegels, dessen Achse der durch M gehende, 
also zur Bildebene senkrecht stehende Halbmesser ist, und der einen Kreis- 

schnitt (den wirklichen Kugelmeridian) 
besitzt. Die kleinen Achsen dieser sämtr 
liehen Ellipsen liegen in der Geraden, 
die den Äquator darstellt. Die Fig. 34 
sei in der Ebene des Äquators der Kugel 
entworfen. C sei der Kugelmittelpunki, 
der Augpunkt. Jeder Meridian schnei- 
^^^ det die Papierebene in einem Durch- 
messer jPCr, denn die Erdachse steht in 
C senkrecht auf der Papierebene. Die 
Projektion des Durchmessers jP6r ist F'G-*, 
Dieser Durchmesser des Kreises 
wird am stärksten verkürzt, weil er 
Fig. 84. unter allen die gröfste Neigung (nämlich 

i) gegen die Zeichnungsebene ZE hat. 
F'G' ist folglich die kleine Achse der Ellipse. In der Karte Wli die Bichtun^ 
dieser Achse mit der Geraden AQ zusammen, welche in der Zeichnung den 
Äquator ÄMQ darstellt. Die grofse Achse isi demnach parallel der Geraden, 

die den Mittelmeridian darstellt, fällt aber im allgemeinen 
nicht mit diesem zusammen. 

Die Parallelkreise werden sämtlich EUipsen, wenn der 
Augpunkt aufserhalb oder auf der Kugeloberfläche hegt; 
sämtlich Hyperbeln, wenn er im Mittelpunkte der Kugel 
^ liegt, denn in diesem FaUe hat der Projektionskegel der 
Parallelkreise AB und Ä'B' (Fig. 35) seine Spitze im 
Kugelmittelpunkte C und seine Achse ist die Erdachse NS. 
Die dieser parallele Zeichnungsebene ZE schneidet den 
Kegel in einer Hyperbel, deren Scheitel in D und JD' liegen. 

Fig. 35. 2. Gnomonisohe oder Oentralprojektioa. |/(^) 

= tg iJ] ' Der einzige ausgezeichnete Punkt einer Kugel 
ist der Mittelpunkt. Projiziert man die Punkte der Kugeloberfläche durch 
Strahlen, die vom Mittelpunkte ausgehen, auf eine Ebene, die das darzustellende 
Gebiet in der Mitte berührt, so erhält man die Gentralprojektion des Gebietes. 

Da alle gröüsten Kreise der Kugel durch den Augpunkt gehen, so bilden 
sie sich sämtlich als gerade Linien ab. 

Dies ist die Haupteigenschaffc der Gentralprojektion, welche ihre Konstruktion 
sehr erleichtert. Die Meridiane sind gröfste Kreise, deren Ebenen sich alle in 
der Erdachse schneiden, sie bilden sich also auf der Zeichnungsebene als Ge- 
raden ab, die alle durch denjenigen Punkt gehen, wo die verlängerte Achse diese 
Ebene schneidet, also durch den Bildpunkt des Pols. 

Die folgende Fig. 36 dient zur Erläuterung der gnomonischen Projektion 
eines Gebietes, dessen Mitte M unter der geographischen Breite g>Q gelegen ist, 
und ist in der Meridianebene des Punktes 31 gezeichnet. C sei der Mittelpunkt, 
f der Halbmesser der Kugel, ZE die DurchschnittsUnie der Kartenebene mit 
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derjenigen der Figur, ÄQ der Äquator. Dann ist P" die Projektion des Pols P 
nnd Ä' die Projektion des Punktes Äy wo der Äquator von dem Meridian des 

Punktes Mj dem Mittelmeridian der Karte, ge- 
schnitten wird. Die Ebene des Äquators, welche 
senkrecht auf derjenigen der Figur steht imd die 
Eartenebene ZE^ welche gleichfalls senkrecht 
zur Papierebene steht, schneiden sich also in 
einer durch Ä' gehenden und senkrecht zu 
derselben Ebene stehenden Geraden, die das 
Bild des Äquators auf der Karte ist. Aus den 
rechtwinkligen Dreiecken Ä'MC und MCF\ 
in welch' letzterem der Winkel bei P' auch 
= g>Q ist, ergeben sich folgende einfache Be- 
ziehungen: 




Fig. 86. 



A'M = r tg 9>0 ; MP' =• r ctg <Pq ; Ä'C = 



CP' = 



cos q>Q ' sm qp^ 

Der Kartenentwurf beginnt damit, daDs man von einem angenonmienen Punkte 
P' (Fig. 37), dem Bilde des Pols, aus von oben nach unten eine Gerade, den 

Mittelmeridian, zieht und darauf die Längen P^M und 
^^«- 87. MA' aufträgt, die entweder aus Fig. 36 entnonmien 

oder aus vorstehenden Formeln berechnet werden. Durch 
Ä' wird dann die Senkrechte Q'Q\ das Bild des Äqua- 
tors, gezogen. Da alle Meridiane sich als gerade durch 
P' gehende Linien darstellen, so können sie gezogen 
werden, sobald ihre Durchschnitte auf Q'Q' bekannt 
sind. Diese Durchschnitte erhält man aus einer HiKs- 
zeichnung in der Äquatorebene (Fig. 38). Die Punkte 
C, Ä^ Ä' seien dieselben wie bisher. Die geographische 
Länge der Kartenmitte des Punktes M ist eine bekannte, 
sie sei = fi nach Westen hin gezählt. Dann macht der 
Mittelmeridian CA mit dem Nullmeridian den Winkel 
(i = ACO. Der NuUmeridian CO kann also angegeben 
werden und von ihm aus jeder andere Meridian von 
der geographischen Länge k, indem man von CO aus 
den Winkel X = OCN anträgt. Durch Verlängerung 
des zugehörigen Halbmessers bis zum Schnittpunkte N 
^i«- 88- mit dem Äquatorbild Q'Q' erhält man auch den Abstand 

A'N des Schnittpunktes dieses Meridians vom Punkte 
A' der Karte. Überträgt man diese Länge: 

COS QpQ 

in das Kartenbild Fig. 37, so kann man den X^^ Meridian P'N ohne weiteres 
ausziehen. Soll z. B. nur je der fünfte Meridian ausgezogen werden, so trägt 
man von CO aus die Winkel 0® 6^ 10® 15^ . . . an und erhält dann Punkte 
Nq N^ N^q .^15 . . ., durch welche der 0*« 5^ 10** 15**» . . . Meridian gezogen 
werden können. Von diesen Meridianen werden natürlich nur diejenigen kon- 
struiert, die das darzustellende Gebiet durchschneiden. 

Es bleibt nun noch übrig, die Parallelkreise zu konstruieren, die hier, wie 
schon erwähnt, Hyperbeln werden. Zu diesem Zwecke kann man sich darauf 
beschränken, die Durchschnittspunkte der Parallelkreise mit den Meridianen zu 
bestimmen und diese mittels einer stetigen Kurve zu verbinden. Man kann je 
nach Bedürfnis die Anzahl der einzuzeichnenden Meridiane vermehren und da- 
durch eine vermehrte Anzahl näher bei einander liegender Punkte der Hyperbeln 
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erhalten. Wenn man den Durchschnittspunkt eines beliebigen Parallelkreises 
von der geographischen Breite <p mit dem Meridian von der Länge l konstru- 
ieren kann, ist die Aufgabe gelöst, weil man auf dieselbe 
Art alle gewünschten Durchschnittspunkte konstruieren kann, 
um den Durchschnittspunkt des X^^ Meridians mit dem 
^ten Parallelkreise zu finden, entwerfe man eine Hilfs- 
zeichnung in der Ebene des k^^ Meridians Fig. 39. Aus 
der vorhergehenden Fig. 38 kennt man die Entfernung 

cos (f* — X) cos fp^ cobQl — X) ' 

in welcher die Durchschnittslinie dieser Meridianebene mit 
Fig- 89. der Eartenebene den in ersterer gezogenen Äquatorialhalb- 

messer schneidet; aufserdem kennt man den Abstand PF' 
des Polbildes vom Pol, folglich ist J^P' die DurchschnittsHnie des V^ Meridians 
mit der Kartenebene, bez. das Bild dieses Meridians in der Eartenebene. Tragt 
man nun an den Äquatorialhalbmesser CN den Breitenwinkel 9 an, so geht 
durch B der g>^ Parallelkreis und JD ist die Centralprojektion dieses Punktes auf 
P'Ny d. h. auf den Eartenmeridian. um diesen Punkt in die definitive Karte 
zu übertragen, nimmt man DN ia den Zirkel imd trägt es von N (Fig. 37) 
aus auf. Die Länge JDN lälst sich auch leicht trigonometrisch aus dem Dreieck 
CBN (Fig. 39) ausdrücken, worin: 

DN : CN=8iafp : sin CJDN 

Da -^ CDN = 180® — <p — N^ so ist sein Sinus gleich dem von 9 -(- ^, 
d. h. mit Benutzimg des oben gefundenen Wertes von CN: 

CN sin 9 r sin 9 



DN = 



Bm(g> + N) cos 9^ cos Ql — X) sin (9 + •^) 



Den zur Berechnung nötigen Winkel N erhält man aus dem Dreieck CNP'y woiin 

tg ^ = 77^ = -; : 7 rr = Ctff OPo COS (fl X). 

® CN am 9ß cos (p^ cos (p^X) ® ^" ^^ ^ 

Man kann sonach jeden beliebigen Durchschnittspunkt entweder rein geo- 
metrisch konstruieren, oder, was für genaue Entwürfe ganz entschieden vorzu- 
ziehen ist, die Längen der einzelnen Abschnitte trigonometrisch berechnen und 
in die Karte eintragen. — Bei der rein geometrischen Konstruktion braucht man 
die verschiedenen Hilfsfiguren nicht auf besonderen Blättern zu zeichnen, sondern 
kann alles in einem Komplex vereinigen, wie die beistehende Konstruktion 
(Fig. 40) erläutert, worin alle Hilfslinien punktiert sind. Die folgende, dazu 
gehörige Anweisung mufs nach ^dem vorherigen vollkommen verständlich sein: 
Man ziehe durch die Mitte des Papierblattes eine Gerade JP(t, welche den Mittel- 
meridian der Karte darstellen soll. (Gehört dieser nicht zu denjenigen Meri- 
dianen, die im Netz ausgezogen werden sollen, so wird er nach Vollendung der 
Konstruktion wieder weggewischt.) 

Li dem Mittelpunkt M errichtet man nun die Senkrechte MC «= r. Die 
Gröfse r ist gleich dem Erdhalbmesser im Mafsstabe der Karte. An das Ende 
C von r wird die geographische Breite 9>q der Kartenmitte angetragen und da- 
durch der Punkt A' des Äquatorbildes, sowie, indem (7P' senkrecht zu CA! 
gemacht wird, das Polbild P' gefunden. Dann kann der Äquator Q'Q' senkrecht 
zu FGr gezogen werden. 

Bis hierher wurde die HÜfsfigur Fig. 36, nur in verdrehter Lage, mit 
Fig. 37 kombiniert. Nun tritt die Fig. 38 hinzu. Zu diesem Zwecke macht 
man A'C = A'C und trägt nun an CA' die Winkel (fi — iL) zwischen dem 
Mittelmeridian und den einzutragenden Meridianen auf. Man kann entweder, 
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wie in jener Figur, erst den Nullmeridian finden und dann von dort aus die 
aufzunehmenden Längenwinkel antragen, oder man berechnet den Winkel (fi — X) 
für die zu beiden Seiten der Mitte folgenden Meridiane, soweit sie das darzu- 
stellende Gebiet schneiden. Ist z. B. eine Karte des nördlichen Atlantischen 
Ozeans zwischen 0® und 85^ westlicher Länge imd 10® bis 65® nördlicher Breite 
zu entwerfen, so ist 37%® nördlicher Breite der Mittelparallel, 427^® w. L. v. G. 
der Mittelmeridian. Sollen die Meridiane nur von 10® zu 10® eingezeichnet 
werden, so ist der erste nach rechts von C'Ä' aufzutragende Winkel 2yj®, der 
erste nach links ly^®, ersterer giebt auf dem Äquator den Durchschnittspimkt 
4 für den 40**^, letzterer 5 für den ÖO**®«^ Meridian. Von den Linien C'4 
bez. C'5 an hat man dann weiterhin nur noch Winkel von 10®, 20®, 30®, 40® . . . 
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anzutragen. Man erhält so die weitere|i Durchschnittspunkte 0^ i, ^, 3^ 4y 5, 5, 
7, 8, 9 des 0**^, lO**«', 20"*^, . . . 90"*«' Meridians mit dem Äquator und kann 
also alle Meridiane P"!^ P'J^j P'3 . . . ausziehen. Die Abschnitte der Meridiane 
durch die ParaDelkreise lassen sich noch an derselben Figur konstruieren, wie 
dies in Fig. 40 geschehen ist, indem nian von dem Mittelpunkte C aus auf der 
Linie CÄ'L die sämtlichen Längen C'l^ C'2 . . . u. s. w. aufträgt, die erhaltenen 
Punkte ö', i', y, 5' . . . mit P' verbindet und diese Verbindungslinien durch ein 
von C ausgehendes Strahlensystem mit den Winkeln <p = 10®, 20®, 30®, 40® . . . 
schneidet, wodurch man die Abschnitte ND (von Fig. 39) erhält, die man dann 
auf dem wirklichen Meridian von dem betreffenden N aus aufträgt. Für den 
Anfänger ist es aber zweckmäüsig, diesen Teil der Konstruktion abgesondert aus- 
zufOhren, um die eigentliche Kartenzeichnung nicht zu überladen. Es sind dann 
in Fig. 39 sämtliche Längen C7^ einzutragen und sämtliche Punkte N mit P' 

Zöppritz, Kartenentwnrftlehre. S. Aafl. Ton BlacUta. I. 5 
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zu verbinden. An CL werden dann die Winkel 10®, 20®, 30® . . . angetragen; 
nach Bedür&is auch die südlichen Breiten. Die entstehende Zeichnung (Fig. 41) 
giebt dann alle Meridianabschnitte DN, Für das vorhin begrenzte Gebiet erhält 
man vorstehendes Bild, worin statt der Buchstaben N die betreffenden Nummern 
des Meridians {1 ist der 10*«, 2 der 20»*«, 3 der 30«*« u. s. w.) stehen. Die 
Durchschnitte mit den Parallelkreisen sind durch eine zweite Zahl ausgedrückt, 
so dafs z. B. 2,3 den Durchschnittspunkt des 20»**«' Meridians mit dem SO"***^ 
Parallelkreise bedeutet. 

Die hier erhaltenen Punkte werden nun in die Zeichnung Fig. 40 übertragen 
und durch stetige Kurven verbunden, die die Parallelkreishyperbeln darstellen. 
Bestimmt man die Meridianabschnitte DN (Fig. 39) durch Bechnung, so stellt 
man zuletzt die Werte in einer Tabelle zusammen, die als Überschrift der 
Kolumnen die geographischen Längen, also im vorliegenden Falle 90®, 80®, 
70® . . . 10®, 0® und als Eingang von der Linken die Breiten, also 70®, 60® . . . 
20®, 10® enthält. 

Die gnomonische Transversalprojektion, welche eintritt, wenn die Karten- 
mitte M im Äquator liegt, bildet eine erhebliche Vereinfachung des behandelten 

allgemeinen Falles. Da die 
w Kartenebene der Erdachse pa- 
rallel ist, so fällt der Schnitt- 
punkt F\ das Polbild, in 
unendliche Entfernung, die Me- 
ridiane werden also parallele 
Geraden, die den Äquator senk- 
recht schneiden. Die Punkte 
N werden, nachdem Mittel- 
meridian und Äquator durch 
die Mitte des Blattes gezogen 
sind, ebenso wie im allgemeinen 
Falle mittels des Punktes C\ 
der nun in den Äquator fallt, 
gefunden und die Meridiane 
dann durch die so gefundenen 
Punkte ^senkrecht zum Äqua- 
tor gezogen. Die Konstruktion 
der Parallelkreisdurchschnitte 
nach Fig. 41 ändert sich 
nur insofern, als alle Linien 
von den Punkten 1,2, 3 ... 9 
nach dem unendlich fernen P' nun als Senkrechten auf CL zu errichten sind, 
folglich mit dem Mittelmeridian parallel laufen. Setzt man in den allgemeinen 
Formeln S. 63 u. 64 <Pq == 0®, so erhält man: 

° ^*^ -" cos (ft — X) 




Fig. 41. 



<^JVr=9o® 



jDN ^^^ 

008 (ft — X) 



Fig. 42 giebt in ihrem oberen Teile die Nordhälfte der gnomonischen Trans- 
versalprojektion eines Kugeloberflächenstücks von 90® Längenausdehnung zwischen 
den Parallelen 45® n. und s. Br. Weit einfacher ist die Ausführung der nor- 
malen Projektion, die an anderer Stelle (S. 53) schon behandelt ist; auf diese 
wird auch bezüglich der Eigenschaften verwiesen. 

8. OrthographiBOhe oder Farallelprojektion {f{i) »= sin J). Der Aug- 
punkt der Centralprojektion im Kugelmittelpunkte büdet den einen Grenzwert 
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der Augpunktabst&nde, die bisher fOr perspektivische Abbildungen überhaupt je 
gew&hlt sind. Bezeichnet man mit D die Entfernung zwischen Augpunkt und 
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Fig. 42. GnomoBische Trangveniil- bez. Nonnalprojektion. 



Eugelmittelpunkt, und setzt man den Halbmesser =1, so ist für die Central- 
Projektion JD = 0. Der zweite Grenzwert ist 2) = oo. Projiziert man die 
Punkte der Eugeloberfläche durch Strahlen, die durch einen unendlich entfernten 
Punkt gehen, also parallel sind, so erhält man die in der Überschrift genannte 
Projektion, die praktisch wenig Anwendung findet, trotzdem aber Interesse hat, 
denn sie stellt die Erdkugel so dar, wie sie einem Beobachter auf einem Stern 
erscheinen würde. Schon einem Mondbewohner würde sie nahezu in ortho- 
graphischer Projektion erscheinen, weil die Entfernung des Mondes schon 60 mal 
so grofs wie der Erdhalbmesser ist. Wenn man einen Globus aus grofser Ent- 
fernung betrachtet, so erscheint sein Gradnetz in nahezu orthographischer Pro- 
jektion. 

um einen Teil der Eugelfläche in Parallelprojektion darzustellen, zieht man 
durch die Mitte M des darzustellenden Gebietes einen Eugelhalbmesser und nimmt 

den fernen Augpimkt auf dessen Verlängerung 
an, d. h. man projiziert alle Punkte durch Paral- 
lelen zu diesem Halbmesser. Die Eartenebene 
steht senkrecht zu diesem Halbmesser und werde 
hier durch den Eugelmittelpunkt gelegt (wie 
Z'J57' Fig. 43). Der Meridian, in welchem der 
genannte Halbmesser liegt, ist der als gerade 
Linie sich projizierende Mittelmeridian, der auf- 
recht und so gestellt wird, dafs Nord oben, 
Süd unten liegt. 

Alle Eugelkreise stellen sich im allgemeinen 
als Ellipsen dar. Man erkennt leicht, dafs eine 
vollständige Halbkugel in dieser Projektion dar- 
gestellt werden kann, diejenige nämlich, welche 
durch den gröfsten Ereis begrenzt ist, in dem die Zeichenebene die Eugel 
schneidet, der also der Eugelfläche und der Projektionsebene (Earte) gemeinsam 
angehört. Für die Darstellung der Halbkugel erhält man also die Begrenzimg, 
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indem man mit dem Eugelhalbmesser r einen Kreis zieht, dessen Mittelpunkt auf 
dem schon gezogenen Mittelmeridian liegt Ist Fig. 44 in der Ebene des Mittel- 
meridians entworfen, M der Mittelpunkt des dar- 
zustellenden Gebietes und l^S die Erdachse, AQ 
der Äquator, so ist ^q die geographische Breite 
des Punktes M. Jede Parallelkreisebene steht 
senkrecht zur Erdachse, folgHch senkrecht zur 
Ebene der Figur imd schneidet diese in einer 
zu "NS senkrechten Geraden DT, Der Winkel 
FC(i ist die geographische Breite 9 dieses 
Parallelkreises. Derjenige Durchmesser des Pa- 
rallelkreises, der in Gr senkrecht zur Ebene der 
Figur steht, wird durch zwei zu ihm senkrecht 
stehende Parallelstrahlen auf die Eartenebene 
gilt projizirt, bleibt also unverkürzt. Dasselbe 
ZTl von allen ParaUelkreisdurchmessem, die senk- 
recht zum Mittelmeridian stehen. Die halbe grofse 
Achse der einen Parallelkreis darstellenden Ellipse 
ist also gleich seinem Halbmesser 

¥Gt = f sin jPOff = r cos 9> = r sin rf , wenn rf = 90® — y. 

Die halbe kleine Achse ist hingegen == F'G\ der Projektion von ¥Gr auf Z-E. 
Der Winkel, den die Linien FG und COt' miteinander bilden, ist gleich dem- 
jenigen, den die zu beiden senkrechten Geraden CN und CM miteinander bilden, 
also = MCl^ = 90® — 9o; folgHch ist: 

TG' = F'Qt = Fa cos JP(?F" = ¥a cos (90® — ^o) 

= FG sin 90 = r cos 9 sin ^^ , 

Die Punkte F\ G' und D' lassen sich nach Fig. 44 durch Konstruktion der 
Senkrechten FF\ GG\ DD' angeben oder auch berechnen. Die Lage des 
Ellipsencentrums G' auf dem Mittelmeridian ergiebt sich aus der Formel: 

CG' = CG cos GCG' = CF cos FCG cos <Po = r sin 9 cos q>Q . 

Die Lage der Scheitelpunkte ergiebt sich aus den Achsenlängen. Es läfst sich 
sonach jede Ellipse mittels eines Ellipsenzirkels ziehen. Aber man kann auch 
beliebig viele Punkte der Ellipse konstruieren, falls ein solcher Zirkel nicht zu 
Gebote steht. — Die Lage des Polbildes N' erhält man durch Fällen der Senk- 
rechten NN' und es wird 

CN' = r cos 9>Q . 

Von den ParallelkreiseUipsen erscheinen nur diejenigen ganz auf der Karte, die 
ganz auf der durch ZE abgeschnittenen Kugelhälfte liegen. Von den übrigen 
wird durch den Begrenzimgskreis das auf der anderen Halbkugel liegende Stück 
abgetrennt. 

Die Meridianebenen schneiden sich sämtlich in der gegen die Kartenebene 
um <Pq geneigten Erdachse. Jede einzelne derselben schneidet diese Ebene in 
einer Geraden, die einen Durchmesser des Begrenzungskreises bildet. Nur für 
den Mittelmeridian steht dieser Durchmesser senkrecht und föllt mit dem Meridian- 
bilde selbst zusammen. Für jeden andern Meridian, der mit dem Mittelmeridian 
den Winkel X bildet, steht jener Durchmesser schief. Fig. 45 soll dies in per- 
spektivischer Zeichnung veranschaulichen. HMNJ sei der Mittelmeridian, HJ 
der Durchmesser, in welchem er die Zeichnungsebene schneidet. KNL sei ein 
anderer Meridian, der am Nordpol N mit dem vorigen den Winkel X bildet imd die 
Kartenebene in dem Durchmesser KL des Randkreises schneidet. Bei der Pro- 
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jektion durch Parallelstrahlen, die senkrecht auf der Eartenebene stehen, behält 
der Halbmesser CK = CL = r seine Gröfee unverkürzt; der darauf senkrechte 

CG wird am meisten verkürzt. Das Bild des Meridians 
wird also eine Ellipse, deren halbe grofse Achse die 
Länge r hat und den Winkel LCJ mit dem Mittel- 
meridian bildet; deren kleine Achse aber gleich CG- (= r) 
mal dem Cosinus des Neigungswinkels der Ebene KGL 
gegen die Eartenebene ist. Um Achsen imd Lage der 
Bildellipse dieses Meridians zu finden, sind also der 
Winkel L CJ = y und der Neigungswinkel beider Ebenen, 
also der Winkel JLN = t zu bestimmen. Beide Winkel 
sind in dem sphärischen Dreieck JLN enthalten, in 
welchem der Winkel bei N ^= X ist, der Winkel (p^ 
durch den Bogen JN^ der Winkel y durch LJ gemessen 
wird. Der Winkel bei J ist ein rechter. Folglich geben 
die Formeln für das rechtwinklige sphärische Dreieck 

tgy = sin9>o*?^» 
cos B =» COS 9>o sin A . 

Die erste Formel giebt für jeden Meridian X den Winkel y, der die Stellung 
der grofsen Achse seiner Bildellipse bestimmt, während seine kleine Halbachse 
bestimmt ist durch 

r cos f = r cos 9>q cos X . 

Für die verschiedenen einzuzeichnenden Meridiane wird man sich eine Tafel 
der y und der r cosf berechnen. Ebenso wird man für die Parallelkreise eine 
Tafel der Mittelpunktsabstände CG\ der grolsen Achsen r cos 9 imd der kleinen 
Achsen r co^tp sin 90 berechnen. Man kann dann alle Ellipsen mittels des 
Ellipsenzirkels oder nach bestimmten Eonstruktionsvorschriften ziehen. 

Die rein geometrische Eonstruktion der einzelnen Schnittpunkte der Meridiane 
und Parallelkreise ist im allgemeinen Falle äufserst mühsam und wird praktisch 
wohl kaum ausgeführt werden. Aber auch die Berechnung auf Grund der Per- 
spektive ist ebenso langwierig, so dafs die Berechnung aus azimutalen Eoordi- 
naten gegebenen Falls viel einfacher und schneller zum Ziele führt Es soll 
daher angesichts der Bedeutungslosigkeit der Projektion für geographische Zwecke 
nicht weiter darauf eingegangen werden. Nur die besonderen Fälle der trans- 
versalen und normalen Projektion lassen eine rein geometrische Eonstruk- 
tion zu, die deshalb hier gezeigt werden soll. 1. Transversale Projektion: Man 
beschreibe zunächst mit dem gewählten Halbmesser r den Begrenzungskreis der 
Earte, ziehe zwei zu einander senkrechte Durchmesser, die den Äquator und 
Mittelmeridian darstellen, imd teile den Grenzkreis je nach dem zu zeichnenden 
Netze ein. Sollen z. B. die Netzlinien von 10^ zu 10^ gezogen werden, so ist 

der Ereis vom Endpunkte eines Durchmessers aus in 36 Teile 
zu teilen. Dann werden wie in Fig. 25 S. 50 die Bilder der 
ParaDelkreise = r cos 9 = r sin rf durch Verbindimg der zuge- 
hörigen Punkte erhalten. Nun zeichne man daneben ein gleich- 
seitiges Dreieck mit der Seite r (Fig. 46) und teile die eine Seite 
desselben so ein, wie den Halbmesser CM der Fig. 25 S. 50, 
nur in umgekehrter Folge und Bezifferung. Dann haben 
die Parallelen zur Grundlinie, die durch die Endpunkte i, ^, 
3 . , .8 gezogen werden, gleichfalls die Längen 1 — i, 3 — J2 
.... 8 — 8. Teilt man alsdann auch die Grundlinie ebenso 
ein und verbindet die Teilpunkte auf ihr mit der Spitze, so werden alle einzelnen 
Parallelen von diesen Strahlen im gleichen Verhältnis wie die Grundlinie geteilt. 
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d. h. im Verhältnis des Cosinus der geographischen Breite tp oder des ßinus der 
Poldistanz. Um also z. B. für den Parallelkreis 91 = 50" oder i = 40** die 
Schnittpunkte der Meridiane zu finden, ent- 
nimmt man die Abschnitte der fOnften PareJlele 
der Fig. 46 — ihren Anfangspunkt haben alle 
Abschnitte in der rechten Dreiecksseite — und 
trägt sie auf dem entsprechenden Paralle) 
(Fig. 25 S. 50) vom Mittelmeridian aus nach 
rechts und links auf. Ist das fflr alle Parallel- 
kreise geschehen, so werden die zu demselben 
Meridian gehörenden Punkte mittels des Kurveu- 
lineala verbunden. 2. Die perspektivische Kon- 
struktion der aormalenProjektion ist identisch 
mit der S. 52 behandelten geometrischen. Fig.47 
giebt die Hälfte der transversalen und normalen 
Projektion. Über die Eigenschaften a. s. w. 

Flg. 17. PknUelpanpekliTe. „ □ cq 

4. ßtereographlBOlie Projektion. (fW^i^jj- Macht man den Ab- 
Btand zwischen Augpunkt und Eugelmittelpunkt i> = r => 1, so liegt der 
Augpunkt auf der Kugeloberfl&che, und es entsteht auf einer zum zugehörigen 
Halbmesser senkrecht stehenden Ebene die 
stereographische Projektion desjenigen Teiles 
der Eugeloberfläche, dessen Mitte der dem 
Augpunkt diametral gegenüberliegende 
Punkt M ist Die obere Hälfte der Fig. 46 
ist demnach in einer zur Zeichenebene ZE, 
die man durch den Eugelmittelpunkt legt, 
senkrechten Ebene entworfen. Ein Punkt 
D der Eugel wird durch den Strahl SO 
nach L projiziert. 

Die stereographiache Projektion ist, 
wie zunilcbst bewiesen werden soll, eine 
konforme oder winkeltreue. Es ist leicht 
zu zeigen, dafs zwei beliebige auf der Eugel- 
~ ^. aberfläche von einem Pimkte D ausgehende 
Bichtongen im Bilde bei L denselben Winkel 
gegeneinander machen, wie auf der Eugel- 
Die beiden Richtungen liegen in einer die 
Eugel in D berührenden Ebene, welche die 
Zeichnungsebene in einer durch S gebenden Geraden schneidet. Da Tangential- 
ebene und Kartenebene senkrecht zur Ebene der Figur stehen, so steht auch ihre 
Schnittlinie in S senkrecht zu dieser. Die untere Hälfte der Figur 46 sei ein 
Grandrifs in der Eartenebene ZE seibat. STT' ist die genannte Schnittlinie, S der- 
selbe Punkt wie oben; M deckt hier C. T nnd T' seien die Punkte, wo die in D 
gezogenen zwei Richtungslinien die Schnittlinie von Tangential- und Kartenebene 
treffen; LT und LT' sind dann die Projektionsbilder der Kugeltangenten DT 
und DT'. Es soll bewiesen werden, dafs der Winkel TLT' der Projektion 
gleich ist dem Winkel TBT'. Aus der oberen Figur erhellt, dafs im gleich- 
schenkligen Dreiecke CDO die Winkel bei D und gleich sind. Der erstere 
ergänzt aber LDS auf 90'', der letztere CLO und somit auch DL8 auf 90*, 
die Winkel BLS und LBS sind also gleich und das Dreieck DLS ein gleich- 
schenkliges, d. h. LS = LS. Folglich entsteht die Projektionsfigur L8TT' aus 
der ursprünglichen DSTT' einfach dadurch, dafs man diese um ST' als Achse 
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niederklappt in die Ebene ZE, Hierbei bleibt aber der Winkel TDT' unge- 
ändert, d. h. TLT = TDT\ Derselbe Beweis pafst auf jeden Winkel be- 
liebiger von irgend einem Punkte der Kugel ausgehenden Bichtungslinien. Man 
wird nur für jeden Punkt die obere Figur in der durch ihn und den Central- 
strahl MO bestinunten Ebene entwerfen. 

Entsprechende Winkel in Urbild und Abbild sind also gleich, die stereo- 
graphische Projektion also winkeltreu. 

Hieraus folgt eine zweite Eigenschaft: Jeder Kreis auf der Kugeloberfläche 
bildet sich als Kreis ab. Ist ein auf der Kugelfläche liegender Kreis gegeben, 
so ist es leicht einen Kegel zu konstruieren, der die Kugel in diesem Kreise 
beröhrt. Die Spitze dieses Kegels liegt auf dem durch den Mittelpunkt des 
Kreises gezogenen und verlängerten Kugelhalbmesser, und jede Mantellinie desselben 
berOhrt die Kugel in einem Punkte des Ej*eise8 und wbrd von diesem senkrecht 
geschnitten. Bildet man die Spitze und die einzelnen Mantellinien des Kegels 
mit ab, so besteht das Bild aus lauter von einem Punkte (dem Bilde der Kegel- 
spitze) ausgehenden Geraden, welche von der den Kreis abbildenden Kurve 
sämtlich rechtwinklig geschnitten werden, denn die Winkel von Bichtungen, die 
in der Kugeloberfläche (bez. deren Tangentialebene) liegen, bleiben ja im Bilde 
unverändert. Es giebt aber nur eine Kurve, welche die Eigenschaft hat, alle 
vom einem Punkte ausgehenden Linien senkrecht zu schneiden, und diese ist 
der Kreis. 

Jeder Kugelkreis bildet sich also stereographisch als Kreis ab. 

Dieser Satz erleichtert die Konstruktion des Netzes aufserordentlich. Wenn 
von irgend einem Meridian oder Parallelkreisbild drei Punkte gefunden werden 
können, so kann man es mit dem Zirkel völlig konstruieren, denn durch drei Punkte 

ist ein £j*eis bestimmt. 

Es ist zweckmäfisig, hier mit den spe- 
ziellen Fällen der Konstruktion zu beginnen. 
Die normale Projektion ist bereits be- 
handelt worden, S. 46 ; bei der transversalen 
werden Mittelmeridian und Äquator gerade 
Linien, die sich im Mittelpunkte der Karte 
senkrecht schneiden. Der Mittelmeridian 
ZME (Fig. 49) der Kugel wird durch die 
Parallelkreise in gleiche Bogenstücke geteilt 
(z. B. von 10^ zu 10®). Durch Strahlen von 
aus erhält man deren Projektionen auf 
die Mittellinie der Kartenebene ZE, Der 
Äquator wird aber von den Meridianen in 
dieselbe Anzahl gleicher Teile geteilt wie 
der Meridian, imd es werde der Einfachheit 
halber angenommen, dafs der Mittelmeridian 
einer von den aufzuzeichnenden selbst sei; 
dann befindet sich das Auge gegenüber dem 
'Äquator in derselben Lage wie in Fig. 49 gegenüber dem Meridian ZME; man 
erhält also die Einteilung des Äquatorbildes durch die nämlichen Konstruktions- 
linien. Demnach hat man ziun Entwürfe zunächst den Begrenzungsmeridian als 
Kreis mit dem Halbmesser r zu ziehen, ihn durch einen aufrechtstehenden Durch- 
messer, den Mittelmeridian, zu teilen, dessen beiden Enden die Pole sind, imd erhält 
dann das Aquatorbild als darauf senkrechten Durchmesser. Darauf teüt man 
die Peripherie in 36 Teile. Auf jenen beiden Durchmessern hat man nun die 
Längen Cl\ C2\ C3' . . . 08' der Fig. 49 nach oben und unten, sowie nach 
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rechts und links aufzutragen, was direkt mit Hilfe der zuTOr gemachten Ein- 
teilung ausgeführt wird. Dann kann man die Meridiane sofort konstruieren, 
denn man hat von jedem drei Funkte: die beiden Pole und den Durchschnittgpunkt 
durch den Äquator. 

Die Uittelpunkte aller dieser Kreise mflssen auf dem Äquator oder dessen 
Verlängerung liegen, denn jeder Meridan 
muTs den Äquator wie auf der Kugel so 
im Bilde rechtwinklig schneiden. Um den 
Mittelpunkt selbst zu finden, bedenke man, 
dsTs ein Meridian, der mit dem Mittel- 
meridian die Längendifferenz X hat, also 
mit ihm am Fol den Winkel l einschlieTst, 
auch im Bilde denselben Winkel X am Pol 
mit ihm macheu mufs; d. h. das gesuchte 
Meridianbild berührt eine Linie Ji^T(Fig.50), 
die unter dem Winkel iL gegen den Miütel- 
meridian NS gezogen ist. Man hat also 
E" nur eine Linie NL senkrecht zu JVT, oder 

"8 w unter dem Winkel 90" — 1 gegen NS zu 

ziehen, um den Mittelpunkt X und den 
Halbmesser LN = R des Meridianbildes zu erhalten. Um die Meridiane von 10° 
zu lO" zu finden, legt man bei N einen Transporteur an und trBgt beiderseits von 
NS Winkel von 10", 20" . . . 80" an, und zieht die betreffenden Linien NL, 
dann erhält man die Mittelpunkte X^, X, ... Zig der verachiedenen Meridiankreise. 
— Da der Winkel bei X auch ^ i ist, so hat man: 




B = 



CL = rctgl. 



Zur Konstmktiou eines Parallelkreises von der Breite tp hat man gleichfalls 
drei Punkte, nämlich die zwei Durchschnittspunkte mit dem Bandmeridian und den- 
jenigen mit dem Mittelmeridian. Da NS senkrecht vom Parallel geschnitten 
werden mufs, so liegt der Mittelpunkt auf der Linie NS oder ihrer Verlängerung. 
Da auch der Bandmeridian von dem Parallelkreisbilde aenlo-echt getroffen werden 
mols, so ist der durch P gezogene Kugelhalbmesser Tangente an den Parallel- 
kreisbogen; dessen Mittelpunkt liegt also auf der im Punkte P zu CP errichteten 
Senkrechten PK, folglich m E. So hat man K geometrisch gefunden. Da der 
Winkel bei K gleichfalls ^ gj ist (denn 
seine Schenkel stehen senkrecht auf denen 
Ton -^ PCQ — " 9), 30 wird der Halbmesser 
dieses Parallelkr^büdes 



KP" 



rctg9) = 



rtg*. 



ferner 



CK = 



Man kann also die nötigen Grölten sehr ein- 
fach berechnen. Pig. 51 stellt die stereo- 
graphische Transversalprojektion einer Haltw 
kugel dar. 

Auch die stereographische Projektion 
auf einen beliebigen Horizont ist ohne 
Fig.si. 8tarognpiiUcheTruuT«uiproj«ktion. Schwierigkeit ausführbar. Der Mittelpunkt tf 
der darzustellenden Halbkugel liege in der 
geographischen Breite tp^. Fig. 52 sei in der Ebene des Mittelmeridians ge- 
zeichnet, NS die Erdachse, AQ der Äquator, ZE der Durchschnitt der Eartenebene. 
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Den Band der Karte bildet wieder der Schnittkreis von ZE mit der Kugel, 
also ein Kreis vom Halbmesser r, wozu der Mittelmeridian der aufrechtstehende 
Durchmesser ist. Zieht man JVO, so giebt CN' den Abstand des Pols vom 
Mittelpunkte der Karte an. 

Da als Peripheriewinkel 



so ist 



^ CON= 6 = Y MCN=4^b'^ _ ^0- = -|, 



CN' 



' = rtg(450-?j)=rtgj 



AuTser dem Mittelmeridian giebt es aber auch einen Parallelkreis, der sich als 
gerade Linie projiziert, nämlich der durch gehende, OP. Bei der in Fig. 52 
angenonmienen Neigung g>Q gehört freilich nur ein sehr kleiner Teil dieses 
Parallelkreises der abzubildenden Halbkugel an, trotzdem spielt der Schnitt B 
dieser Parallelkreisebene mit der Zeichnungsebene eine wichtige Bolle und mufs 
bei der Konstruktion als HiKslinie aufgezeichnet werden, auch wenn er ganz 
auTserhalb des Bandkreises fällt, was immer statthat, sobald tp^ > 45^ ist. 
Da OP parallel ÄQ, so ist 

^■BOC=q)Q = NCN\ 
Femer ist als Aufsenwinkel CN'O = b -\-.q)Q^= BON\ also 

BO = BN' = 



cosqp^ 



Figur 53 sei mm der Kartenentwurf selbst; N' der Pol, BL die Durchschnittslinie 
des Parallelkreises OP. Diese Linie spielt hier dieselbe Bolle, wie der Äquator 
bei der Transversalprojektion. BL mufs von allen Meridianbüdem senkrecht ge 
schnitten werden, deshalb müssen deren Mittelpimkte auf ihr liegen. Ein Meridian 
von der Längendifferenz X gegen den Mittelmeridian mufs vom Polbilde j^' unter 
demselben Winkel A gegen den Mittelmeridian ausgehen. Man zieht also die Gerade 
2f'L unter dem Winkel 90^ — X g^g^^^ N'B und erhält dadurch den Mittelpunkt L 
und den Halbmesser LN' des betreffenden Meridians. Da *<^ 2/ = A ist, so hat man: 



cosg)^ 



sin X cos q>^ sin X 



Die rein geometrische Konstruktion der Meridiane ist, wie man sieht, genau 
ebenso wie beim transversalen Entwürfe. 





Fig. 58. 



Flg. 53. 



Was nun die Parallelkreise betrifft, so bemerkt man zunächst, dafs in 
Fig. 52 die Äquatorebene ÄQ äie Kartenebene in einem auf der Ebene jener 
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Figur senkrechten DurchmesBer schneidet. Die Schnittpunkte des Äquatorbildes 
mit dem Rande liegen also auf dem zum Mittelmeridian senkreckten Durchmesser, 
und den Abstand seines Schnittpunktes mit dem Mittelmeridian selbst findet man 
durch den Strahl A 0, also = CA'; sonach kann man den Äquator konstruieren. 
Die Schnittpunkte des Bildes irgend eines ParaUelkreises von der Breite tp 
(JE Pig. 52) findet man durch Strahlen OJ und OK in J' und K'. Da das 
Bild ein Kreis sein mufs, der den Mittelmeridian senkrecht schneidet, so hat 
man nur den Abstand zwischen den in den Entwurf Fig. 53 abertragenen Punkten 
J', K' zu halbieren, um den Mittelpunkt C und den Halbmesser dieses Kreises zu 
finden. Bei den der Pig. 5S zu gründe liegenden Annahmen von (p^ und ip fUUt 
ein Teil dieses Kreises aufserhalb der darzustellenden Halbkugel. Auch die 
Zahlenwerte fttr CJ' und CK' sind nicht schwer zu finden. Es ist: 

^MOJ—\MCJ— !!>-=-?, 

^ 180' — (yc + y) ^ ^^ _ y. + y 

5i+»\ ,.Ss + S 




F)-"'8'-4^ 



Zur rein geometrischen Ausführung der Projektion braucht man nur den Kreis 
SAMNQO (Fig. 52) in die nötigen Teüe (z. B. 36 bei Darstellung 10"-ab- 
stäcdiger Parallelen) einzuteilen und von O 
aus durch alle TeilpunMe Strahlen (wie OtT 
und OK) zu ziehen. Dann erhält man auf 
dem Mittelmeridian die Durchschnittspunkte 
(wie J' und K'), welche zur Konstruktion 
gebraucht werden, wenn sie auch teilweise 
aufserhalb der darzustellenden Kugelhälfte 
fallen. Pig. 54 bietet einen völlig ausgeführten 
Entwurf der stereographischen Projektion f&r 
den Horizont von London (bez. Greenwich 
51%" n. Br.). 

Die leichte Herstellung des stereographi- 
Bchen Bildes durch Kreisbogen, sowie die 
nirgends gestörte Bichtigkeit der Winkel - 
Fig. 64. swrflaB^pWKheHoriioQwiprojekttqn. Verhältnisse haben bewirkt, dafs sie fllr 
Planigloben früher fast auschlielslich zur An- 
wendung kam. In neuerer Zeit ist sie etwas in den Hintergrund getreten, weil 
mit Becht in den meisten FSlIen die Fl&chentreue auch bei Planigloben als 
wichtiger angesehen wird, als die Winkeltreue. Für kleinere Gebiete der Erde 
ist sie bisher wenig benutzt worden (s. 8. 48); hierbei empfiehlt es sich auch 
aus praktischen Gründen, sie als azimutale Projektion mit Hilfe der azimutalen 
Koordinaten zu konstruieren. 

Aus der zweiten Haupteigenschaft (S. 71) der Projektion folgt, dafs jeder gröfgte 
Kugelkreis als Kreis abgebildet wird. Der zwei Punkte der Kugel verbindende 
kürzeste Bogen (Orthodrome) kann also in eine stereographische (winkeltreue 
azimutale) Karte mit dem Zirkel eingetragen werden, sobald aufser den beiden 
Bildpunkteu F und G noch ein dritter auf demselben Kreise liegender angegeben 
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werden kann. Nun liegt aber sowohl der F diametral gegenüberliegende, als 
der G diametral gegenüberliegende Punkt auf demselben gröfsten Kreise, und 
von jedem dieser beiden Punkte ist der Bildpunkt unschwer anzugeben. Die 
Fig. 55 sei in einer durch das Auge, die Kartenmitte und den Punkt F gelegten 
Ebene entworfen. Die Projektion des Punktes F ftlllt nach F\ die des diametral 





Fig. 56. 

gegenüberliegenden H nach H\ Der Winkel FOH ist ein rechter. Ist also 
in einem stereographischen Planiglob (Fig. 56) der Punkt F' und die Kartenmitte 
C gegeben, so zieht man, indem der Band als Konstruktionskreis benutzt wird, 
die Gerade F'C vorläufig unbegrenzt, errichtet darauf senkrecht den Halbmesser 
CO und dann auf F'O die Senkrechte 0H\ die den gesuchten Bildpunkt JEL' 
ergiebt. Durch F\ den zweiten gegebenen Punkt G' und H' ist nun der Kreis 
bestimmt und l&fst sich nach der bekannten Begel ziehen, indem man die Sehnen 
F'G' und Q'H' halbiert und in ihren Mitten Senkrechte errichtet, deren Schnitt 
der Mittelpunkt des Kreises ist. — Statt des Gegenpunktes zu F' hätte man 
natürlich mit demselben Erfolge den zu G' gehörigen benutzen können. 

5. Externe Projektionen genieDsen nicht der geometrischen Einfachheit 
der bisher betrachteten und bedürfen wegen ihrer seltenen Anwendimg keiner 
ausführlichen DarsteUtmg. Die Konstruktion der Durchschnittspunkte von 
Meridianen und Parallelkreisen, die sämtlich elliptisch werden, ergiebt sich 
leicht aus Profilentwürfen; sie ist mühsamer, aber grundsätzlich nicht ver- 
schieden von den bei den übrigen perspektivischen Projektionen durchgeführten. 
Hierher gehörige Projektionen sind die von De la Hire, von Parent, von 
James und von Clarke, die sich nur durch die Wahl des Abstandes des Aug- 
punktes von der Kugeloberfläche unterscheiden und teilweise günstige Deformations 
Verhältnisse darbieten. Die angestellten Untersuchungen haben ergeben, dafs für 
die Gröfse des Augabstandes 2> nur Werte zwischen 1 und 3, wenn der Kugel- 
halbmesser die Längeneinheit büdet, ernstlich in Frage kommen^). 

Drittes Kapitel« 

7. Zweiter AnlLang: Die Eonstrnktion azimutaler Projektionen ans einer 

bereits gegebenen. 

Da die azimutalen Projektionen sich von einander nur durch das Halb- 
messergesetz imterscheiden, ist es möglich, aus einer bereits vorliegenden Pro- 
jektion jede andere fOr dieselbe Hauptpimktsbreite (p^ zu konstruieren. Es ist 
nur nötig, auf den Hauptkreisbildem vom Hauptpunkte aus die nach dem Halb- 
messergesetz m = f{S) der neuen Projektion berechneten Mittabstände abzusetzen und 
die gewonnenen Punkte zum neuen Netze zu verbinden. Es ist dabei, wie leicht ersicht- 
lich, auch eine Mafsstabsänderung, sowohl Vergröfserung wie Verkleinerung, möglich. 



1) Vgl Tissot-Hammer S. 120 und^Hammer S. 32. 
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unter allen azimutalen Projektionen ist die winkeltreue oder stereographiscbe 

(f(d) = 2tg—\ die einzige, die in allen Lagen des Hauptpunktes (<p^ sich 

geometrisch konstruieren läfst, und zwar verhältnismälsig leicht und einfach, 
weil die Netzlinien • entweder Gerade oder Kreise sind; allerdings darf der Mafs- 
stab nicht zu grofs sein, soll selbst der Stangenzirkel nicht versagen. Soll also 
eine Karte in einer beliebigen azimutalen Projektion gezeichnet werden, für deren 
Hauptpunktsbreite ^q die Azimute nicht berechnet sind, so konstruiert man zu- 
nächst in beliebigem Mafsstabe die stereographische Projektion für den Horizont 
(Pq und zieht die Hauptkreisbilder aus. Die rechnerische Bestimmung der Werte 
d und m = f(ß) ist gleichfalls nicht unumgänglich erforderlich, zumal wenn es 
sich um Karten kleineren Mafsstabes handelt, bei denen es auf absolute Ge- 
nauigkeit nicht ankommt. Bei Karten gröfseren Mafsstabes wird man aber doch 
die Berechnimg vorziehen. 

Ganz besonders einfach gestaltet sich die Konstruktion der Mittabstande 
m aus der stereographischen Projektion für die flächentreue, deren Halbmesser- 

gesetz t» = /■ (d) = 2 sin — lautet. Denn m ist die Sehne des Winkels 6 (S. 39). 

Es werde nun die Annahme gemacht, das stereographische Netz sei auf die durch 

den Kugelmittelpimkt gelegte Schnittebene 
projiziert, das flächentreue solle dagegen auf die 
in M berühren d e Ebene projiziert werden. Man 
benutzt als HiKsflgur den Grenzkreis des stereo- 
« graphischen Bildes selbst. Angenommen es solle 
(Fig. 57) der Durchschnittspunkt B des Meri- 
dians L mit dem Parallelkreise P vom stereo- 
graphischen Bilde auf das flächentreue übertragen 
werden, so zieht man zuerst die Gerade MJB^ 
auf welcher der neue Punkt liegen mufs, darauf 
nimmt man die Länge MB in den Zirkel und 
trägt sie auf MQ auf, also MB' = MB. Das 
Lineal hierauf boi OB' anlegend schneidet man 
Fig. 57. den Grenzkreis in T, Die Länge 8T ist dann 

= tti; macht man MB'' = AT, so ist B" der 

neue Büdpunkt. Die neue Darstellung erhält einen im Verhältnis von y2 : 1 
vergröfserten Durchmesser im Vergleich mit der stereographischen. Denn für 
einen Punkt des Grenzkreises wird SQ die Sehne, die von M aus aufzutragen 
ist. Es ist aber 

Soll der Mittelpunktsmafsstab ungeändert bleiben, also der flächentreue Entwurf 
auch auf die Schnittebene projiziert werden, so mufs von den ermittelten Mitt- 
abständen m je die Hälfte genommen werden^). 

Ein zweites Verfahren, das einige unbedeutende Eechnungen erfordert, ist 
fOr alle azimutalen Projektionen anwendbar. Die stereographische Projektion 
büdet auch hier meistens die Unterlage. Es wird för sie sowie für die jeweils 
neu zu konstruierende Projektion ein sogenannter Halbmesserstab nach dem be- 
treffenden Halbmessergesetz angefertigt, wobei indes der gewählte Kartenmafsstab 
zu berücksichtigen ist. Man nimmt einen glatt beschnittenen Kartonstreifen, 
zieht in der Nähe des glatten Bandes eine Parallele zu diesem und bestimmt 
einen Nullpunkt. In der stereographischen Projektion z. B. hat bei 1 : 100 Mill. 
der Bogen d = 90® eine Länge von 127,4mm, der von 80® = 106,9nmi u. s. w., 




1) Weiteres bei Hammer S. 67. 
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im z. B. mittabstandstreuen ist arc 90® = 100,0mm, arc 80® = 88,9 mm a. s. w. 
Diese Längen werden vom Nullpunkte aus abgesetzt und an die Punkte die zu- 
gehörigen Gradzahlen geschrieben. Bei kleinen Mafsstäben genügt es, die einzelnen 
Strecken, also die von 70®— 80®, von 80®— 90®, einfach durch den Teilzirkel in 
10 gleiche Unterabschnitte zu zerlegen, um die Längen für die Einzelgrade zu 
finden; bei gröfseren wird man die f(ß) etwa von 5® zu 5®, oder gar von Grad 
zu Grad berechnen und aufkragen. Die Ausführung der Halbmessermafsstäbe ist 
an den Fig. 58 (S. 78) ersichtlich, aus denen die ganze Konstriktion wohl zur 
Genüge hervbrgeht. Hier gelten sie für r = 100 mm. Die Anwendung ge- 
schieht wie folgt. Ist die Kante der Mafsstäbe scharf imd glatt, so braucht 
das Strahlensystem der Hauptkreise nicht gezogen zu werden, um nun einen 

Netzschnittpunkt B aus /'(^) = 2tg^ in f(d) = arcd zu versetzen, legt man 

zuerst den Mafsstab mit Teilimg f(ß)^=2tg-^ an, so dafs der Nullpunkt auf 

M f&llt und die Kante in den Hauptkreis nach JB, Bei B wird abgelesen nach 
Graden; Teile können geschätzt werden, also z. B. 25,6®. Nun wird der Mafs- 
stab mit der Teilung nach f (6) = arc d angelegt, auf ihm der Punkt 25,6® aufge- 
sucht und auf der Karte abgestochen. So werden alle Punkte des Netzes er- 
mittelt und daim zum neuen Netze verbunden. 

Auf diese Weise kann natürlich aus jedem azimutalen Netze — nicht blofs 
aus dem stereographischen — jedes beliebige andere azimutale Netz für den 
gleichen Horizont konstruiert werden. Es sind zuerst die Halbmesserstäbe für 
die gegebene Projektion und für die zu zeichnende anzufertigen, darauf am Stabe 
der gegebenen die d abzulesen und dann an dem der zu zeichnenden abzustechen. 

Halbmesser m der Horizontalkreise d (Parallelkreise der normalen Projektion) 
für vier azimutale Projektionen und den Kugelhalbmesser r= 100. Fig. 58 a — f. 
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1) für den Meridianbogen vom Äquator aus. 
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1. Die Globularprojektion. 
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Halbmesser m der Horizontalkreise d (Parallelkreise der normalen Projektion) für 
drei (azimutale) perspektivische Projektionen und den Kugelhalbmesser r = 100. 



SphiLrisoher 
Halbmesser 


1. Gnomonische oder Gentral- 

projektion 

2) = 


8. Stereographische oder 

winkeltreue azimutale 

Projektion 

Z) = l 


8. Orthographische oder 
Parallelprojektion 

2)=:CX) 




m=^tgi 


Äqoator- 

graden 


msaJtgy 


Äquator- 
graden 


msssBind 


Aquator- 
graden 


0^ 


0,00 


0« 0' 


0,00 


0« 0' 


0,00 


0« 0' 


5« 


8,749 


5 1 


8,732 


5 


8,716 


4 59 


10<> 


17,633 


10 6 


17,498 


10 2 


17,365 


9 57 


15« 


26,795 


15 21 


26,330 


15 5 


25,882 


14 50 


20<> 


36,397 


20 51 


35,265 


20 12 


34,202 


19 36 


25« 


46,630 


26 43 


44,339 


25 25 


42,262 


24 13 


30« 


57,735 


33 5 


53,590 


30 43 


50,00 


28 39 


35« 


70,022 


40 7 


63,060 


36 10 


57,35« 


32 52 


40« 


83,910 


48 5 


72,795 


4142 


64,279 


36 50 


45« 


100,00 


57 18 


82,842 


47 28 


70,711 


40 30 


50« 


119,176 


68 17 


93,260 


53 26 


76,603 


43 53 


55« 


142,813 


81 50 


104,114 


59 39 


81,914 


46 56 


60« 


173,205 


99 14 


115,470 


66 9 


86,603 


49 37 


65« 


214,45 


122 52 


127,414 


73 


90,631 


51 56 


70« 


274,74 


157 25 


140,04 


80 14 


93,97 


53 50 


75« 


373,20 


213 50 


153,46 


87 56 


96,59 


55 21 


80« 


567,10 


324 59 


167,82 


96 9 


98,48 


56 26 


85« 


1143,00 


654 55 


183,26 


105 


99,62 


57 5 


90« 


oo 


(X) 


200,00 


114 36 


100,00 


57 18 



Viertes Kapitel. 
Konventionelle Projektionen anf die Ebene. 

1. Die Globtüarprojektion. 

Dieselbe wird fast ausschliefslich in transversaler Lage zur Darstellung 
von Halbkugeln gebraucht. Die Vorschrift ist die: Alle Meridiane 
und Parallelkreise sollen E[rei8bogen sein^ welche den Mittelmeridian^ 
den Äquator und den Begrenzungskreis in gleiche Teile teilen. Bei Aus- 
führung von 10« zu 10« hat man alsO; nachdem Äquator und Mittel- 
meridian als rechtwinklig sich schneidende Durchmesser des Grenzkreises 
gezogen sind^ letzteren in 36^ die beiden ersteren von der Mitte nach 
der Peripherie in je 9 gleiche Teile zu teilen. Man hat nun f&r jeden 
Meridian drei Punkte^ nämlich die Pole und den Äquatorschnitt^ für jeden 
Parallelkreis gleichfalls drei Punkte^ nämlich zwei Durchschnitte mit dem 
Grenzkreise und denjenigen mit dem Mittelmeridian. Durch drei Punkte ist 
ein Kreis bestimmt. — Die AusfQhrung ist dadurch erleichtert, dafs die Mittel- 
punkte der Parallelkreise auf dem Mittelmeridian, diejenigen der Meridiane 
auf dem Äquator (bez. deren Verlängerungen) liegen. Um den Mittelpunkt 
eines Meridians zu finden, verbindet man den Aquatorschnittpunkt desselben 
mit einem Pol und errichtet in dem Halbierungspunkte dieser Sehne eine 
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Senkrechte ; deren Schnittpunkt mit dem verlängerten Äquator den Ereis- 
mittelpunkt giebt. Ebenso findet man aus den Schnitten eines ParaUel- 
kreises mit dem Mittelmeridian und dem Bande seinen Mittelpunkt auf dem 
verlängerten Mittelmeridian. 

Da diese Projektion^ wie schon bemerkt^ nur für Halbkugelkarten^ also 
in kleinen Mafsstäben, angewendet wird^ so reicht die angedeutete Eon- 
struktionsmethode völlig aus, und von einer Entwickelung der Berechnung 
und näheren Untersuchung ihrer Eigenschaften kann umsomehr abgesehen 
werden, als sie gegenwärtig keine besondere Bedeutung mehr besitzt^). 

Die Globularprojektion wurde zuerst von dem Italiener Nicolosi (1660) 
angewendet, alsdann auch in Frankreich von Pierre Duval (1676), de Fer 
(1700) und Guillaume de Tlsle (1714) benutzt. In England führte sie 
1794 Aron Arrowsmith ein, dem sie den Namen „globulare Projektion'' ver- 
dankt; aus diesem Grunde wird sie nach letzterem irrtümlich öfter die 
englische oder ArrowsmiÜische genannt. Neuerdings scheint sie fast ganz 
aufser Gebrauch gekommen zu sein. In normaler Lage fällt sie mit der 
mittabstandstreuen [f(d) = arc d] zusammen. 

2. Neils modifizierte oder verbesserte Globtüarprojektion. 

Entwirft man einen Parallelkreis einmal nach der Globularprojektion und 
dann nach der stereographischen Projektion, so schneiden beide sich in den 
Schnittpunkten mit dem Grenzkreise. Zieht man nun einen Kreis durch die- 
selben Schnittpunkte, der überall in der Mitte zwischen jenen beiden Kreisen 
liegt, und verfährt dann ebenso mit den Meridianen, so erhält man eine neue 
Projektion: Neils modifizierte Globularprojektion, die gleichfalls aus 
lauter E[reisbogen besteht und minder starke Abweichimgen von der Winkel- 
treue zeigt, als die gewöhnliche Globularprojektion*). Denn dieselbe übertrifft 
die einfache Globularprojektion insofern, als die Gradfelder einer und derselben 
Zone untereinander in der Fläche weniger abweichen und auch infolgedessen 
die Winkeländerungen geringer werden; daneben bleibt der Vorteü der ein- 
fachen rein geometrischen Konstruktion mittels E[reislinien bestehen. Aus 
diesem Grunde ist sie auch, wiewohl auch sie keine der drei wichtigen 
Eigenschaften besitzt, öfters angewendet worden, z. B. in Sydow -Wagners 
methodischem Schulatlas, Bl. 6 und Lehmann -Petzolds Atlas für höhere 
Lehranstalten. Auf die Berechnung und Untersuchung der Projektion soll 
indes hier nicht eingegangen werden^). 

3. Erdkarten oder Planisphären. 

Die bisher behandelten Projektionen gestatten im allgemeinen nur 
Abbildungen von Teilen der Erdoberfläche, die den Umfang einer Halb- 

1) Näheres s. TlBsot-Hammer, S. 186 und Tafel XXXH S. (22). 

2) Neil, Vorschlag zu einer neuen Chartenprojektion, Inauguralschrifb, Heidelberg 
1852; wieder ans Licht gezogen von Debes, Mitteil, des Vereins für Erdkunde za 
Leipzig 1882. 

3) S. Tissot-Hammer, a. a. 0. 
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kxigel nicht überschreiten. Handelt es sich^ wie es für manche Auf- 
^ben der darstellenden Geographie wünschenswert und nötig ist^ um 
die Aufgabe^ ein zusammenhängendes Bild der ganzen Erdoberfläche zu 
geben ^ soweit dabei überhaupt von einem zusammenhängenden Bilde 
gesprochen werden darf^ so ist^ wenn man die Gylinderprojektionen^ die 
aus vielen Gründen nicht für alle Zwecke geeignet sind^ ausschlieüsen will, 
die Auswahl unter geeigneten Projektionen nicht grofs. Voraussichtlich 
dürfte in Zukunft für viele Erdkarten eine neuerdings vorgeschlagene Ab- 
bildungsart angewendet werden, die ihrem Wesen nach an dieser Stelle be- 
handelt werden mufs^ denn sie gehört nicht zu den geometrisch einfach 
definierten Projektionen und ihre Netzlinien werden im allgemeinen als 
Kurven abgebildet. Die ersten Karten dieser Art finden sich in dem ,,Atlas 
de Geographie moderne par Schrader^' unter dem Namen „Canevas d^rive^^ 
Das Netz derselben, von Aitow konstiniiert, ist aus dem transversalen 
mittabstandstreuen Azimut-Entwurf [/(d) = arcd, Postel] abgeleitet. In 
diesem sind bekanntlich der Äquator und der Mittelmeridian zwei zu ein- 
ander senkrechte Durchmesser des als Begrenzungskreis dargestellten Meri- 
dians, der vom Mittelmeridian + 90^ entfernt ist. Man denke sich nun 
diese Halbkugelkarte um den Äquator als Achse um den Winkel von 60^ 

gedreht (cos 60® = y) und dann auf eine zweite Ebene, die die ursprüng- 
liche Lage der Karte erhält, die einzelnen Netzpunkte durch auf diese Ebene 
gefällte Lote übertragen (orthogonal projiziert); dadurch entsteht ein neues 
Netz, das zwar auch einen geradlinigen Äquator und Mittelmeridian besitzt, 
aber nicht mehr von einem Kreise, sondern von einer Ellipse eingeschlossen 
wird, deren grofse Achse (Bild des Äquators) doppelt so grofs ist als die 
kleine (Bild des Mittelmeridians). In diesem neuen Netze behält jeder Parallel 
seine ursprüngliche Ziffer, die Ziffern der Meridiane dagegen werden 
verdoppelt, so dafs aus dem Grenzkreise + 90® die Grenzellipse + 180® 
wird. Praktisch wird die Aufgabe folgendermafsen gelöst: Liegt die azi- 
mutale Projektion bereits gezeichnet vor, so hat man von jedem Netzpunkte 
das Lot auf den Äquator zu fällen und dieses zu halbieren, um den ent- 
sprechenden Punkt im neuen Netze zu erhalten. Sind nur erst die Koordi- 
naten Xy y vorhanden, so werden die Abscissen x unvenindert gelassen, da- 
gegen für jede Ordinate y wird ^y genommen, und aus diesen Koordi- 
naten Xy -^y das Netz konstruiert. Dasselbe erhält damit einen um die 

Hälfte kleineren (Mittelpunkts-)Mafsstab als das ursprüngliche. Selbstredend 
kann anstelle des mittabstandstreuen Entwurfes auch jeder andere azi- 
mutale Entwurf als Grundlage einer Planisphäre genommen werden; auch 
die Globularprojektionen können auf diese Weise umgewandelt werden. Es 
darf aber nicht unbeachtet gelassen werden, dafs dabei die Eigenschaften 
der ursprünglichen Projektion im allgemeinen nicht erhalten bleiben. Zu- 
nächst geht, wenn azimutale Projektionen die Grundlage bilden, die Azi- 
mutalität und Zenitalität verloren; daher ist z.B. die Aitowsche Projektion 
auch nicht mehr mittabstandstreu; der aus der winkeltreuen Projektion 

ZGpprits, Kartenentwturfslehre. 2. Aufl. von Bladuu. I. 6 
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(fi^) = 2 *& ö") al^gölöitete Entwurf wird daher auch nicht winkeltreu, u. s. w. 

Nur wenn die flächentreue Projektion (f(ö) = 2 sin— j oder eine andere 

flächentreue Projektion ab Grundlage benutzt wird, bleibt auch der ab- 
geleitete Entwurf, was eines ausführlichen Beweises nicht bedarf, flächen- 
treu; es wird, wie auch sonst, nur der Mafsstab geändert. Für alle aus 
azimutalen Projektionen abgeleiteten Planisphären gilt femer der Satz, dafs 
die durch den Mittelpunkt gezogenen Geraden nicht mehr wie im ursprüng- 
lichen Entwürfe Hauptkreisbilder sind. 

Das angedeutete Verfahren läfst sich auch noch auf andere Weise aus- 
nutzen. Die ursprüngliche Halbkugel kann überhaupt um einen beliebigen 
Winkel um die Äquatorachse gedreht gedacht werden; von der Grofse des 
Drehungswinkels, bez. dem Cosinus desselben hängt die Verkürzung der Ordi- 
naten ab. Würde man z. B. von allen Ordinaten eines Entwurfes % ihrer 
Länge nehmen, so würde der Drehungswinkel etwa 48^ 11' betragen; alsdann 
hätte man die Meridiane mit dem ly^-fachen ihres ursprünglichen Längen- 
tmterschiedes zu beziffern und erhielte statt der Halbkugel eine Ellipse, 
deren Achsen 1 und '/, sind; die von ihr eingeschlossene Fläche betrüge '^ 
der Erdoberfläche und auf einer derartigen Karte liefse sich fast das ge- 
samte Festland der Erde — ausgenommen Alaska und die Tschuktschen- 
Halbinsel — abbilden. 

Auch in umgekehrter Weise kann verfahren werden, z. B. kann durch 
Verdoppelung der Ordinaten aus einer Halbkugel das Büd einer Viertel- 
kugel (Meridianzweieck von 90^) erhalten werden. Die Grenzlinie ist dann 
wieder eine Ellipse, deren grofse Achse (= 2) nunmehr mit dem Mittel- 
meridian zusammenfäUt, wahrend die kleine (= 1) im Äquator Uegt. Indes 
dürften diese letzteren Projektionen schwerlich je eine praktische Bedeutung 
erhalten^). Fig. 59 stellt die aus der transversalen, flächentreuen azimutalen 

Projektion \f{ö) = 2 sin ~ j abgeleitete Planisphäre dar. In Andrees Hand- 
atlas, Bl. 3 und 4, findet sich diese Projektion gleichfalls. 



Projektionen auf abwickelbare Flächen. 

L Projektionen anf den Kegelmantel. 

Fünftes Kapitel. 
Die geometrisch einfach definierten oder wahren Kegelprojektionen. 

(1 > « > 0, s. S. 24.) 

1. Einleitmig. 

L Allgemeines. Wie schon in der Einleitung S. 16 ausgesprochen, hat 
die Absicht, volle Übereinstimmung zwischen Urbild und Abbild in mehr 

1) Hammer, Die Planisphäre yon Aitow. Peierm. Mitt. 1892. S. 85. 

6* 
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als einem Punkte^ und zwar längs einer Kreislinie zu erhalten^ zu den 
Projektionen auf abwickelbare Flächen, Cylinder- und Kegelmantel, gefOkrt. 
Soll ein Teil der Kugeloberfiäche auf einen Kegelmantel abgebildet 
werden, so ist dies zunächst eine ganz unbestimmte Aufgabe, denn man 
kann auf der Kugeloberfiäche irgend einen beliebigen Kreisbogen gezogen 
denken, in welchem die Oberfläche von einem Kegel berührt oder geschnitten 
werden soll. Soll, wie es meist gefordert wird, die Abbildung auf einen 
Berührungskegel ausgeführt werden, dann giebt es allerdings, nachdem der 
Berührungskreis ausgewählt ist, nur einen einzigen geraden Kegel, der die 
Kugel darin berührt, und zwar wird die Spitze dieses Kegels folgender- 

mafsen gefanden: Wenn in der perspektivischen 
^^.^.^^^ , — rfi Zeichnung (Fig. 60) eines Teils der Kugel die 

V ""--^^^Nj^^X Ellipse KhKh den -Kreis darstellt, längs dem 

\,^^>N\ ein Kegel berühren soll (es braucht in dem 

/ ^0'>\ darzustellenden Gebiete nur ein Stück dieses 
^T Heises zu liegen), so ziehe man einen Kugel- 
> |\ halbmesser Cc durch den Mittelpunkt c dieses 

Fig. 60. Ejreises, verbinde einen Kreispunkt K mit C 

und ziehe dann in der durch CK und Cc be- 
stimmten Ebene die Linie TKS senkrecht zu KC. Diese Senkrechte ist 
dann Kugeltangente und ihr Schnittpunkt S ist die Spitze des Kegels, der 
entsteht, wenn man die Gerade /SfT als Erzeugungslinie unter Festhaltnng 
des Punktes 8 längs des Kreises KhKh fortbewegt. Die Erzeugungslinie 
ist dann in jeder Lage Tangente an die Kugel; die aufeinanderfolgenden 
Berührungspunkte liegen auf dem gegebenen Kreise, d. h. dieser Kreis wird 
durch die sämtlichen Berührungspunkte gebildet. Die Kreislinie schneidet 
die Erzeugungslinie überall senkrecht. 

Li der Anwendung wird man aber natürlich nicht eine beliebige Kreis- 
linie des darzustellenden Gebietes wählen, um an sie einen Berührungskegel 
zu legen, sondern es wird sich ausschlief slich nur um die Horizontal- 
(Parallel-)Kreise handeln, insbesondere um den durch die Mitte des Gebietes 
gehenden Horizontalkreis, wenn der Berührungskegel, oder um zwei zu 
ersterem symmetrisch liegende Horizontalkreise, wenn der Schnittkegel ge- 
wählt wird. Deim es kann schon jetzt unschwer die Folgerung gemacht 
werden, dafs die Verzerrungen der Karte von dem Berührungs- bez. den 
Schnittkreisen aus senkrecht zu diesen nach beiden Seiten hin zunehmen, 
wodurch eben die Wahl der Berührungs- bez. Schnittlinien in gewissem 
Umfange eingeschränkt wird, damit die Verzerrungen ein gewisses Mafs 
nicht übersteigen. 

Mit der Wahl der Fläche, worauf die Projektion ausgeführt werden soll, 
ist über diese selbst noch gar nichts bestimmt. Sie kann wie die azimutalen 
Projektionen nach beliebigen Gesetzen ausgeführt werden. Sie läfst sich 
auch auf den Kegelmantel ebenso wie auf die Ebene perspektivisch ab- 
bilden; doch besitzt die Perspektive hier noch weniger Bedeutimg, als bei 
der Projektion auf die Ebene. 



1. Die geometrisch einfach definierten oder wahren Eegelprojektionen. 85 

Fragt man zunächst, welches Prinzip von ähnlicher Allgemeinheit wie 
das der Azimutalität bei der Ebene etwa hier an die Spitze gestellt werden 
könnte, so kann kein Zweifel sein, dafs hier, wo eine Kreislinie an die 
Stelle eines Punktes tritt, die der Azimutalii^t analoge Forderung die ist^ 
dafs jeder zu der gemeinschaftlichen Kreislinie senkrecht stehende gröfste 
Kreis als gerade Linie abgebildet werden und alle gleichweit von jener 
Linie auf der Kugel gelegenen Punkte auch auf der Abbildung gleichweit 
vom Bilde derselben entfernt liegen sollen. Da sich bei der Abwickelung 
der gemeinsame Berührungs- oder Schnittkreis als Kreisbogen abbildet, so 
müssen bei jener Forderung alle auf ihm senkrechten gröfsten Kugelkreise 
sich als zu jenem Bogen senkrechte Geraden abbilden, die also Halbmesser 
zu ihm und Erzeugungslinien des Kegels sind; alle zum Schnitt- oder Be- 
rührungskreise parallelen Kugelkreise müssen sich hingegen als konzentrische 
Kreisbogen abbilden. 

Der Kegel kann zur Erdkugel eine dreifache Stellung einnehmen: 
1) die normale, dann fallen Erd- und Kegelachse zusammen, der Kegel 
berührt oder schneidet in einem, bez. zwei Parallelkreisen; alle Parallel- 
kreise werden konzentrische Kreisbogen, die Meridiane Geraden; 2) die trans- 
versale, die Kegelachse fällt mit einem Äquatorialdurchmesser zusammen; 
3) die schiefachsige, die Kegelachse fällt mit einem beliebigen Durchmesser 
zusammen. Im 2. und 3. Falle, die auch nichtnormal genannt werden, 
berührt bez. schneidet der Kegel in Horizontalkreisen, die als konzentrische 
Kreisbogen abgebildet werden, die Hauptkreise werden geradlinig projiziert. 
Zur Konstruktion dieser nichtnormalen Projektionen bedarf man des azi- 
mutalen Hilfsnetzes (S. 25); am Netze der Meridiane und Parallelkreise sind 
sie nicht ohne weiteres erkeimbar. 

2. Die Konstante n. Es ist schon früher (S. 23) behauptet worden, 
dafs die azimutalen und cylindrischen Projektionen Grenzfälle der konischen 
wären, und alle drei Gruppen sich von einander nur durch den Wert der 
konstanten Grofse n unterschieden. Diese Konstante ist nunmehr zu 
betrachten. Bei den azimutalen Projektionen ist das Halbmessergesetz all- 
gemein in Funktion des Zenitabstandes 6 der Horizontalkreise ausgedrückt 
worden; auch hier empfiehlt sich die Anwendung des Zenitabstandes, der für 
den normalen Fall mit dem Polabstande d = 90^ — q) zusammenfällt und 
dann auch leicht durch die Breite tp ersetzt werden kann. Es liegt aber 
auch nahe, die Konstante n durch eine Funktion von d bez. (p auszudrücken. 

Es sei Fig. 61 ein Meridianschnitt der Kugel, CPP' die Achse eines 
der Einfachheit halber normal gestellten Kegels, CF daher die halbe Erd- 
achse. Der Kegel berührt in J5, dessen Breite (Pq, dessen Polabstand 
6q = 90^ — q>Q ist. BP' wird das Bild des durch B gehenden Meridians. 
Denn wird durch CP' und B eine Ebene gelegt, so schneidet sie den 
Kegelmantel in der Erzeugenden BP", Diese, die Tangente in J? an der 
Kugel ist, wird auch Halbmesser des durch B gehenden Kartenparallels 
und P' der Kartenpol. Nun ist 

^BP'C='^BCÄ = g>^. 
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Folglich ist 



BC r 

tg 9^0 = WW = 



daher BP' ^ 



BF" BP'^ tgy,' 

und bei r = 1 

BP' = ctg (ff^ = tg ^0. 

Wird nun der Kegelmantel längs einer Erzeugenden aufgeschnitten 
und ausgebreitet^ so erhält man einen Sektor, dessen Halbmesser BP'=ig6^ 
ist (Fig. 62). Da der Kegel im Parallel von B berührt, so ist der Bogen 





lig. 61. 



Flg. 62. 



B'BB' gleich dem Umfange des Parallels. Um den Sektor mit diesem Bogen 
zeichnen zu können, mufs man seinen Winkel B'P'B' kennen. Der Halb- 
messer des Kugelparallels ist BD = sin ^q, der des KartenparaUels J5P'= tgd^j. 

Daher entspricht dem Sektorbogen B'BB' ein Centriwinkel von 360® r— ^ 

= 360^ cos Öqj d. h. cos ö^^^^n ist in diesem FaUe, wo der Berührungsparallel 
längentreu abgebildet wird, die Konstante der Projektion, und ein Winkel A, 
den zwei benachbarte Meridiane auf der Kugel einschliefsen, wird dement- 
sprechend in der Karte zu A' = n • A. Daher lautet die schon gegebene 
Definition der normalen Kegelprojektionen: 

„Normale konische Kartenprojektionen heifsen jene Abbildungen der 
Kugeloberfiäche auf die Ebene, deren Meridiane sich als Strahlenbüschel 
darstellen, derart, dafs zwei Meridiane, die am Kugelpole den Winkel iL 
einschliefsen, auf der Karte den Winkel X' sr=n - X einschliefsen, wo n ein 
konstanter echter Bruch ist, und deren ParaUelkreise Bogen konzentrischer 
Kxeise um den Schnittpunkt der Meridiane als Mittelpunkt sind.^ 

Der Wert der Konstanten n kann beliebig gewählt werden, doch ist 
die Wahl insofern etwas beschränkt, als durch n auch die Eigenschafken 
der Projektion beeinflufst werden und und 1 die Grenzwerte sind. Durch 
n allein ist die Projektion noch nicht genügend bestimmt, da durch diese 
Qröfse zwar die Abbildung der Hauptkreise (Meridiane) gegeben ist, da- 
gegen noch nichts über das Halbmessergesetz gesagt ist, nach dem die 
Horizontal-(ParaUel-)Kreise gezogen werden sollen. Wie bei den azimu- 
talen Projektionen empfiehlt es sich auch hier, das Halbmessergesetz 
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dieser Kreise in Funktion ihres Zenit-(Pol)-Abstandes zu geben. Es laute 
also auch hier m = f(d), 

8. Konstruktion und Zeichnung normaler Kegelprojektionen. Sind 
die Konstante n und das Halbmessergesetz m = f(d) für eine Projektion 
bestimmt^ so kann man den Winkel k', unter dem sich je zwei Meridianbilder 
im Kartenpole P" schneiden^ und die Halbmesser der ParaUelkreise berechnen. 
Man kann alsdann auf dem Papier durch einen Punkt Strahlen^ die sich 
unter dem Winkel X' schneiden^ ziehen^ und um F' mit den berechneten 
Halbmessern Kreisbogen ziehen; so wäre das Gradnetz gezeichnet. Indes 
"w^rde diese Ausführung ungenau werden, weil der Winkel X\ bez. Viel- 
fache desselben mittels Transporteurs sich nicht scharf genug absetzen lassen. 
£s ist daher besser, erst die Parallelkreise zu ziehen und einen von diesen, 
etwa den Mittelparallel, von einem beliebig gezogenen Meridianbilde aus nach 
rechts und links so einzuteilen, wie es die Qröfsen n bez. k' erfordern, und 
die Teilpunkte mit dem Kartenpole zu verbinden, wodurch man die übrigen 
Meridianbilder erhalt Wie man sieht, ist die Konstruktionsmethode für alle 
normalen Kegelprojektionen gleich. Allein bei etwas grofseren MaTsstaben 
ist auch dies Verfahren nicht mehr angängig. Entweder genügt auch ein 
Stangenzirkel nicht mehr, um die Parallelkreise zu ziehen, oder es tritt der 
Fall ein, dafs der Kartenpol weder auf dem Papier noch auf dem Beifsbrett 
eine Stelle findet und man genötigt ist, ohne diesen das Netz zu konstruieren. 
4. Bereohniing und Zeichnung von Kreisen mit grofsen Halb- 

measem mittels reohtwinkligerKoordi- 
naten. Die vorher genannten Umstände 
nötigen, ein Verfahren eiozuschlagen, 
das zwar eine rechnerische Mehrarbeit 
verlangt, dafür aber die gröfstmögliche 
Genauigkeit gewährt und von äufsem 
Verhältnissen, wie dem Besitze grofser 
StangenzirkelundnochgröfsererZeichen- 
tische unabhängig macht: die Anwen- 
dung rechtwinkliger Koordinaten. 
Es sei P^Bq das BUd des Mittel- 
meridians der Karte, der Ordinaten- 
achse wird, B^ sein Schnittpunkt mit 
dem Mittelparallel (Fig. 63); durch Bq 
werde die Abscissenachse gezogen. Es 

: soll ein beliebiger Punkt Ä dieses Pa- 

rallels, dessen Halbmesser P'Bq = m^ 
ist, der Lage nach bestimmt werden. 
Dann ist P'Ä das Bild eines zweiten 
Meridians, der mit dem Mittelmeridian 
auf der Karte den bekannten Winkel k' = nk einschliefst. Da BqÄ ein Kreis- 
bogen ist, ist P'jA = P'Bq = t»Q. In dem rechtwinkligen Dreieck AFP" ist 

AF = X = P'A sin A' = Wq sin A', 




Fig. 68. 
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und da -PqC= AF, so ist auch 

Es ist femer 

y^CA = BqF=F'Bq — P'F=mQ — P'F, 

es ist aber ^ ^ 

F'F = VA cos il = Wo ^^^ ^ > 
folglich 

^ = 9^0 — Wo cos il' = Wq (1 — cos k') = Wo sin versus l\ ^) (2) 

Setzt man 1 — cos A' = 2 sin* — , so kann man auch schreiben 

y = 2 Wo sin* ~ . (2 a) 

Indem der Reihe nach in die Gleichungen (1) und (2) bez. (2 a) A', 
2 iL', 3 A', u. s. w. eingesetzt werden, kann man beliebig viele Schnittpunkte 
des Parallels berechnen und konstruieren. Will man für die übrigen 
Parallelkreise ^o ^^ Ursprung festhalten, so gestalten sich die Formeln 
(1), (2) bez. (2 a), wenn B^B = & der Abstand eines Parallelö B mit dem 
Halbmesser P'5 == w vom Mittelparallel pder die DiflFerenz der Halb- 
messer P'^o — P'5 == Wo — w = & bedeutet, wie folgt 

X = (wo — &) sin A', y' = 2 (wo — 6) sin* -^^r^} 

wenn der Parallel zwischen Mittelparallel und Pol liegt; liegt er dagegen 
zwischen jenem und dem Äquator, so wird 

x' = (wo + 5) sin X', y' = 2 (Wq + ^) ^^ «" — ^' 

In der Regel wird einer der wirklich auszuziehenden Meridiane als Mittel- 
meridian und einer der auszuziehenden Parallelkreise als Mittelparallel genommen. 
Das Netz ist alsdann symmetrisch zu beiden Seiten des Mittelmeridians, d. h. 
alle Werte x haben doppelte Vorzeichen. Liegt das Netz nicht symmetrisch 
zum Mittelmeridian, der dann meistens auch nicht eingezeichnet wird, so sind 
die Winkel X' fär beide Seiten verschieden; das Netz mufs dann für jede Seite 
berechnet werden. — Für die Zeichnung ist es praktisch, jeden Parallel nach 
(1) und (2) mit eignem Ursprünge in seinem Schnittpunkte mit dem Mttel- 
meridian zu berechnen; letzterer mufs dementsprechend eingeteilt werden. Man 
erhält dann kleinere Ordinaten, und das Blatt wird durch die Hilfslinien weniger 
beladen. Sind für alle Parallelkreise gleiche X' in die Bechnxmg eingestellt, 
was bei praktischen Aufgaben selbstredend ist, so müssen alle einem bestimmten 
X' entsprechenden Punkte der Parallelkreise in einer Geraden liegen, da die 
Meridiane bei normalen Eegelprojektionen Geraden sind. 

Dieser Umstand, dafs die Meridiane Geraden sind und daTs die Parallelkreise 
als konzentrische Kreisbögen überall unter einander den gleichen Abstand haben, 
gestattet es, bei Karten, die auf einem einzigen Blatte Platz finden, von einer 
Berechnung aller Parallelkreise zuweilen abzusehen. Es genügt dann, den 
mittleren und zwei andere äuisere in der Nähe des Nord- und Südrandes in 
Koordinaten zu berechnen und zu zeichnen. Dann können gleich die Meridiane 
gezogen werden. Auf diesen werden die Abstände der noch nötigen Parallel- 
kreise, die sich aus den Differenzen ihrer Halbmesser ergeben, vom Mittel- oder 
den Bandparallelkreisen aus aufgetragen und die gefundenen Punkte verbunden. 

1) Eine Tafel für 1 — cos Z und log (1 — cos Q im Geogr. Jahrbuch, Bd. ffl, 1870, 
S. XLVm, Erklärung S. XXVm. 
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Zum Ausziehen der Ejreise bedient man sich am besten der Ereiskurven, 
wie sie die Firma B. Reiss, techn. Yersandgeschäft, Liebenwerda, Prov. Sachsen, 
liefert. Dieselben beginnen mit dem Halbmesser von 0,15 m und reichen in 
Intervallen von 0,05 m fortschreitend bis zu 5 m, werden aber auf Verlangen 
in noch gröfseren Halbmessern geliefert (das Stück kostet 0,60 JC), Sie sind 
ca. 40 cm lang und haben auf beiden Seiten gleiche Kreissegmente, um je nach 
dem Lichteinfall mit der konkaven oder konvexen Seite den Bogen ziehen zu 
können. Da jede Kurve mit Angabe des Halbmessers versehen ist, läfst sich 
ohne vieles Probieren für jeden Kreis die passende Kurve aussuchen. 

5. Bereohniing und Eomitraktion niohtnonnaler Eegelprojektionen. 
Die allgemeine Definition der Eegelprojektionen lautet: 

^onische Projektionen heifsen jene Abbildungen der Eugeloberfläcbe 
auf die Ebene^ deren Hauptkreise sich als Strahlenbüschel darstellen^ derart, 
dafs zwei Hauptkreise, die im Hauptpunkte das Azimut a einscblieüsen, 
auf der Earte den Winkel a' = n • a einschliefsen, wo n ein konstanter 
echter Bruch ist, und deren Horizontalkreise Bogen konzentrischer Ereise 
um den Schnittpunkt der Hauptkreise als Mittelpunkt sind.^' 

Wollte man in einer nichtnormalen Eegelprojektion das Hilfsnetz der 
Haupt- und Horizontalkreise abbilden, so erhielte dieses — von der Stellung ab- 
gesehen — das Aussehen des Netzes der normalen Projektion. In diesem Hilfs- 
netze sind die Schnittpunkte der Meridiane und Parallelkreise festzulegen. 
Dazu bedarf man der azimutalen Eoordinaten o, i für die gewählte Hauptpunkts- 
breite 9o. Nach dem gewählten Halbmessergesetze sind nun aus den a, ^ 
die Werte a = na und m = /*(d) zu berechnen. In allen nichtnormalen 
Kegelprojektionen wird der Meridian des Hauptpunktes^ weil einHaupir 
kreis, als Gerade abgebildet, und zwar als eine im Hauptpunkte gebrochene 
Oerade^ deren Zweige den Winkel (n • 180)® einschliefsen. Einen Zweig der- 
selben kann man daher zum Antragen der Winkel a' benutzen, die Hauptkreise 
ziehen und auf diesen die Längen m = f(d) abtragen. Die Verbindung der 
gefundenen Pimkte liefert das Netz der Meridiane und Parallelkreise. 

Bei einer transversalen Projektion, die ein besonderer Fall der nichir 
normalen ist, wird auch der Äquator, der, weil durch den Hauptpunkt 
gehend, ein Hauptkreis ist, als Gerade abgebildet; er schliefst mit den 
Zweigen des Hauptpunktmeridians, der bei der Berechnung und Eonstruktion 
nichtnormaler Eegelprojektionen zunächst stets als Eartennullmeridian be- 
nutzt und erst später richtig beziffert wird, den Winkel a = (n- 90)® ein. 

Wird, was bei nichtnormalen Eegelprojektionen im Gegensatze zu den 
normalen öfter vorkommt, der Eegelmantel in seinem ganzen umfange 
abgebildet, so mufs irgend eine Erzeugende (Hauptkreis) als Schnitt- oder 
SchlitzUnie gewählt werden. Über die Wahl entscheiden die besonderen 
Verhältnisse, allgemein Gültiges kann daher hier nicht darüber gesagt 
werden; nur sei bemerkt, dafs alsdann die Earte an irgend einer Stelle 
einen leeren Sektor oder Zwickel zeigt, dessen Grenzlinien die doppelt 
abgebildete Schlitzlinie bildet. Die Winkelöffhung dieses Zwickels ist, wie 
leicht ersichtlich, 360<* — (w • 360)<> = 360<* (1 -— n). Fig. 64 zeigt Afrika 
in einer transversalen flächentreuen Eegelprojektion. 
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Fig. 64. 



Statt der Polarkoordinaten, für die auch hier das früher Gesagte (S. 54) 
gilt, erweisen sich ebenfalls hier die rechtwinkligen Koordinaten zur Zeichnung 

praktischer. Man be- 
nutzt den geradlinigen 

Eartennullmeridian 
als F- Achse; dann 
ergeben sich die Werte 
der rechtwinUigen Ko- 
ordinaten aus den be- 
kannten Gleichungen 

X = f(S) sin «', 

y = f{d) cos «'. 

Man kann also 
sagen, dafs bei nicht- 
normalen Kegelprojek- 
tionen die Werte «' 
und m = f(6) an die 
Stelle der Werte X' und 
m = f(6) treten, und 
dafs bei Anwendung 
rechtwinkliger Koordi- 
naten in nichtnormalen 
Projektionen der Ur- 
sprung stets und allein 
der Hauptpunkt ist, der als Pol in normaler Lage nicht dazu benutzt wird. 
Ausführlich durchgefOhrte Beispiele nichtnormaler Kegelprojektionen finden sich 
in der Ztschr. der Ges. f. Erdkunde zu Berlin, Bd. 19, 1884 S. 22; Bd. 24, 
1889 S. 222; Bd. 27, 1892 S. 221 und bei Hammer, Kartenprojektionen, 
S. 88 und S. 138. 

6. Versemmgen. Wenn man das Verhältnis, in dem die azimutalen 
Projektionen zu den konischen stehen, berücksichtigt, so lafst sich schon 
von vornherein folgern: 

1. dafs wie bei den azimutalen Projektionen die Verzerrungen mit 

zunehmendem Abstände vom Hauptpunkte wachsen, diese bei den konischen 

mit zunehmendem Abstände von einem Horizontalkreise wachsen. 

Hier wie dort sind also die Horizontalkreise Linien gleicher Verzerrungen. 

2. Die Indikatrixachsen a und b liegen auch hier in der Bichtung der 

Hauptkreise und der Tangenten an die Horizontalkreise. 3. Die Gröfse der 

Verzerrungen hängt einerseits vom Halbmessergesetze, andrerseits von 

der Ausdehnung der Karte in der Hauptkreisrichtung ab, während 

die Ausdehnung in der Horizontalkreisrichtung ohne Einflufs ist. Daher 

eignen sich konische Projektionen ganz besonders für Flachen, bei denen 

die Ausdehnung in der einen Richtung gegen die in der dazu senkrechten 

andern erheblich zurücktritt. 

Nach diesen allgemeinen einleitenden Bemerkungen folgen nunmehr die 
einzelnen Projektionen, bei deren Behandlung und Reihenfolge wie bei den 
azimutalen Projektionen erst die Eigenschaften, die sie besitzen sollen, formuliert 
werden, damit aus diesen das Halbmessergesetz abgeleitet werden kann. 
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2. Mittabstandstreue Eegelprojektionen. 

1. Die einfache oder gewöhnliche mittabstandstreue Eegelprojektion. 

Unter den azimutalen Projektionen ist es die mit dem Halbmessergesetz 
f{d) = arc 6y welche die durch den Eartenmittelpnnkt gehenden Hauptkreise 
längentren abbildet und damit auch die Abstände der Horizontalkreise 
untereinander richtig wiedergiebt. Diesem azimutalen Entwürfe entspricht 
diejenige Eegelprojektion^ die gleichfalls die Hauptkreise längentreu wieder- 
giebt. Indes ist diese Forderung der Längentreue in den Hauptkreisen 
noch nicht bestimmt genug; daher soll sie durch die zweite, dafs auch 
der durch das darzustellende Gebiet in der Mitte hindurchgehende 
Horizontalkreis längentreu abgebildet werde^ ergänzt werden. Werden 
die Hauptkreise durch die Meridiane, die Horizontalkreise durch die Parallel- 
kreise ersetzt, so liegt der Fall der normalen Projektion vor, von dem hier 
zunächst ausgegangen werden soll. 

Die abzubildende Fläche der Kugel ist 
also auf den Kegel, der im Mittelparallel be- 
rührt, zu projizieren. Es sei Fig. 65 ein 
Meridianschnitt der Kugel, B ein Punkt des 
ParaUels 9q, der durch die Mitte des Gebietes 
geht, Öq == 90® — g>Q die Poldistanz. Dami ist 
der Kartenhalbmesser dieses Kreises gleich der 
Erzeugenden des in B berührenden Kegels 

t»o=P'^ = tgtfo, 
wenn der Kugelhalbmesser = 1 ist. 

Alle Meridiane sollen längentreu abgebildet 
werden, mit andern Worten: die ParaUel- 
kreise sollen auf der Karte den gleichen 
Abstand untereinander haben, wie auf der Kugel. Es sei neben Sq ein 
Parallel ö' nördlich, d" ein solcher südlich von S^j und es handle sich um 
die Abbildung eines auf der nördlichen Halbkugel gelegenen Gebietes. Dami 
ist, in Bogenmals ausgedrückt, die wirkliche Entfernung e der Parallelkreise d' 
und S'' vom Mittelparallel Öq 

arc f' = arc Öq — arc 6' und arc s" = arc d" — arc Öq, 

Die Gröfse arce kami auf bekamite Weise in Längenmafs umgesetzt 
werden. Da der Halbmesser des MittelparaUels ist 

so hat der Parallel S' den Halbmesser 

m' = tg ^0 — (arc Öq — arc 8') = tg ^q — arc f' 

und der Parallel d'' hat den Halbmesser 

w" = tg tfjj + (arc S" — arc ^q) = tg d^ -{- ^^^ ^''• 
Allgemein kami der Halbmesser eines Parallels ö ausgedrückt werden durch 
m = igÖQ — (arc 6q — arc d) = tg ^q — arc^. 




Fig. 66. 
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in welchem Ausdrucke es davon, ob ^^^o ^^^9 abhängt^ ob arcf zu tgSo 
zu addieren oder davon zu subtrahieren ist. 

In der Karte soll femer der Mittelparallel ^q längentreu abgebildet 
werden. Sein Eugelhalbmesser ist BD = sin^Q, sein Bildhalbmesser 
WQ=tgdo. Aus dem Verhältnis beider, 

sin 9^ ^ 

ergiebt sich die Eonstante n für die Projektion, mit der die Meridian- 
schnittwinkel am Eugelpole zu multiplizieren sind, damit der Mittelparallel d^, 
auf der Earte mit dem Halbmesser tg S^ gezogen, die wahre Länge = 29r sin ^q 
erhalte. X' = cos d^X. 

Verzerrungsverhältnisse. Da der Kegel die Kugel im Parallel 8^ 
berührt, liegt der ganze Kegebnantel aufserhalb derselben: alle Parallelkreise, 
mit Ausnahme des Mittelparallels ^q, werden daher auf der Kaite gröfser gegen- 
über denen auf der Kugel, imd zwar um so mehr, je gröiser ihr Abstand e von dg 
wird. Vgl. die Fig. 65. Die Meridiane sind längentreu gemacht worden (lant 
Halbmessergesetz), auf ihnen ist denmach das Längenverhältnis = 1, die kleine 
Halbachse der Indikatrix, &, fällt also in ihre Richtung, die grolse a liegt 
senkrecht zu ihr in der Richtung der Tangenten an die Parallelkreise. 

Es sei ö ein beliebiger Parallelkreis; sein Kugelhalbmesser ist =sind. 
Sein Abstand vom Mittelparallel ist arc b = arc ^q — arc d, sein Kartenhalbmesser 
demnach t» = tg d^ — arc «. 

Die Länge des Kugelparallels ist =27rsind, die des Kartenparallels 
= 27r(tgdQ — arc«) cosd^. Es verhält sich somit 

Kartenbogen (tg d^ — arc c) cos d^ 
Eugelkreis sin ^ 

Wird in dem Zähler tg S^ = — 4- gesetzt und die Multiplikation ausgeführt, so 
ergiebt sich * 

sin d^ — arc s cos 9^ 

sm J 

Da & = 1 gefunden ist und S = ah^ so ist auch 

-, sin 9q — arc £ cos 9^ 

O = ' 5 ) 

Bin 9 ' 

und aus sin© = — -t-t ergiebt sich: 

sin 9f^ — arc e cos 9^ 

sin 9 sin 9^ — arc s cos 9^ — sin d 

SXn OD =^ — : — s z = — — Ä i: — i : — S" • 

sm 9^ — arc e cos ^^> sm d^ — arc e cos d<> + sm ^ 

sin^ * 

Aus dem Ausdrucke für sin 00 folgt, dafs die Projektion nicht winkeltreu 
ist, wiewohl sich Meridiane und Parallelkreise rechtwinklig schneiden. Setzt 
man in obige Ausdrücke 9 = Öq, so dafs also € == wird, so sieht man, dafs 
der Mittelparallel Öq eine Linie in der Karte ist, auf der die Verzerrungen = 
sind. Von diesem aus wachsen sie mit zunehmendem s. Dehnt man eine in 
dieser Projektion entworfene Karte bis zum Pole aus, so dafs 6 = 90^ wird, so 
ergiebt sich aus gi^ ^^ _ arc « cos 9. 

da sin 90®= 1, 



OAU Vq - 


auLVf c \/vro Vq 




sind ' 


a — sin do - 


— arc€ cosÖq. 
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Welchen Wert anch Öq und damit auch 6 haben mag, stets ist a > 1 ; der 
Pol ist aber ein Punkt, der in der Karte als ein kleiner Bogen dargestellt wird; 
dem Punkte auf der Kugel gegenüber ist das Kartenbild = oo. Diese Ab- 
bildung des Poles als Bogen ergiebt sich auch aus Fig. 65, die zeigt, dafs die 
Tangente BP' stets gröfser als der Bogen BP ist. Die Fig. 65 sowohl als 
auch die Gleichungen der Verzerrungen bestätigen die schon früher gemachte 
Behauptung, dafs eine Karte in dieser Projektion keine zu grolse Ausdehnung 
zu beiden Seiten des Mittelparallels besitzen darf. 

Beispiel: Es soll eine Zone von je 15« Breite zu beiden Seiten des Mittel- 
parallels <Po=^ ^0^^ ^^^ ™ ö«-Netz abgebildet werden für den Halbmesser der 
Kugel = 100. Dann ist m^ = tg 45« • 100 = 100. Die kleine Tafel enthält 
die Halbmesser der Parallelfcreise (a^ = 5«, b^=^ 10« u. s. w.). 

Die Konstante ist 

n = cos 45« = 0,70107. 

Je zwei Meridiane, die auf der 
Erdkugel den Winkel A = 5« 
einschliefsen, schneiden sich im 
Kartenpole unter dem Winkel 

X' = 0,70107 . 5« = 3«,5355 
= 3« 32' 8"; 

wenn >l = 10«, ist 

r=7«4'16", A=16«, 
r= 10« 36' 24" U.8. w. 

Tafeln der Verzerrungselemente der einfachen mittabstandstreuen Kegelprojektion 

flir drei Hauptpunktsbreiten ^q. 

2. (p^ « 45«, h stets = 1. 3. tp^ = 67«30', b stets — 1. >) 



9 — 


d = 


m 




60« 


30« 


100 — 26,18 


= 73,82 


55« 


35« 


100 — 17,453 


= 82,547 


50« 


40« 


100— 8,726 


— 91,274 


n = 45« 


45« 


100 -f 


= 100,00 


40« 


50« 


100 H 


h 8,726 


— 108,726 


35« 


55« 


100 H 


h 17,453 


— 117,453 


30« 


60« 


100- 


h 26,18 


— 126,18 



l-9o-* 


22*30', 


& stets 


= 1.») 


9> 


d 


2m 


a = 8 


45« 


45« 


5« 9' 


1,094 


40« 


50« 


2 59 


1,054 


35« 


55« 


1 28 


1,026 


30« 


60« 


31 


1,009 


25« 


65« 


3 


1,001 


22«30' 


67«30' 





1,000 


20« 


70« 


3 


1,001 


15« 


75« 


29 


1,008 


10« 


80« 


1 18 


1,023 


5« 


85« 


2 31 


1,045 


0« 


90« 


4 6 


1,074 



9 



2a 



60« 
55« 
50« 
45« 
40« 
35« 
30« 



2«28' 
1 
14 

12 

47 

1 42 



a 



S^ab 



1,044 
1,018 
1,004 
1,000 
1,004 
1,014 
1,030 



1,044 
1,018 
1,004 
1,000 
1,004 
1,014 
1,030 



9 


d 


209 


a = 5 


90« 


0« 




oo 


85« 


5« 


8« 9' 


1,153 


80« 


10« 


2 25 


1,043 


75« 


15« 


39 


1,011 


70« 


20« 


3 


1,001 


67«30' 


22«30' 





1,000 


65« 


25« 


3 


1,001 


60« 


30« 


25 


1,007 


55« 


35« 


1 3 


1,019 


50« 


40« 


1 56 


1,034 


45« 


45« 


3 2 


1,054 



Die Tafeln zeigen, dafs die Gröise der Verzerrungen aufser von der Aus- 
dehnung in die Breite hauptsächlich vom Mittelparallel (p^ bez. yon der Kon- 
stanten n abhängen. 

Die vorstehend behandelte Kegelprojektion ist unter verschiedenen Namen 
bekannt. Vielfach gebräuchlich sind die Bezeichnungen „gewöhnliche, einfache, 
wahre, äquidistante^' Kegelprojektion. Alle diese sind in gewissem Sinne zu- 
treffend. Will man durch den Namen gleichzeitig die Eigenschaft andeuten, so 
dürfte die Bezeichnung „mittabstandstreu" wohl passen; denn von der Mittel- 
linie oder dem Mittelparallel aus erscheinen alle senkrecht zu diesem verlaufenden 



1) EnÜehnt ans Tissot-Hammer, Netzentwürfe S. (60). 
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,^^L i^ V — \,i.t.c)L 1 


'\/%2r 


T\W^^ 




"^L^^y^ 






-4— Vtx ^ 




ZX3r=^ 




j3r^' 


t^ i ^r *t,.i..Cr. :k 4» >Y l| 



Fig. 66. Gewöhnliche oder ftquldlstante Kegelprojektion; ffio = 80<> &• Br. 

1:180 MUl. 



Linien längentreu abgebildet. Gleichzeitig wird damit auch auf die Ver- 
wandtschaft mit der azimutalen mittabstandstreuen Projektion [/*(d) = arc S\ 

hingewiesen. Die nor- 
male Projektion nennt 
Hammer auch „konische 
Projektion mit längen- 
treuem Mittelpajallel 
und längentreuen Meri- 
dianen^'. Damit werden 
ihre Eigenschaften zwar 
erschöpfend charakteri- 
siert, indes leidet die 
Benennung an]zu groiser 
Länge. Nach Ptole- 
mäus, der sie zuerst 
angewandt haben soll, 
wird sie auch die Ptole- 
mäische genannt^). 

Die Leichtigkeit 
der Berechnung und 
Zeichnung in Verbin- 
dung mit den ganz 
günstigen Verzerrungs- 
verhältnissen hat der Projektion eine häufige Anwendung gesichert, hauptsächlich 
auf den Übersichtskarten kleineren Mafsstabes einzelner Länder in unseren Hand- 
und Schulatlanten, bei denen eine absolute Flächentreue gerade nicht als un- 
umgängliche Forderung angesehen zu werden pflegt Da jedoch die normalen 
Eegelprojektionen — nichtnormale sind zuerst in Debes' Handatlas praktisch 
angewendet worden — sich nicht ohne weiteres von einander unterscheiden 
lassen und man erst seit kurzem angefangen hat, auf den Karten einen Vermerk 
über die angewendete Entwurfsart beizufügen, so können bestimmte Angaben 
und Nachweise nicht gemacht werden. Fig. 66 giebt eine in dieser Projektion 
auf <pQ= 30® n. Br. entworfene Karte. 

2. De risle's mittabstandstreue Eegelprojektion. Es kann auch die 
Forderung gestellt werden, dafs die Karte neben den längentreuen 
Meridianen nicht einen, sondern zwei längentreue Parallelkreise 
erhält. Gewöhnlich wählt man dazu diejenigen, die sowohl vom mittelsten, 
als auch vom nördlichsten und südlichsten Parallel des abzubildenden 
Gebietes gleich weit entfernt sind. Es seien (Fig. 67) jP und E Punkte der 
beiden Parallelkreise d^ und S^y die längentreu abgebildet werden soUen, die 
aber auch vom Mittelparallel 6^ in ihrem wahren Abstände entfernt sein 
sollen. Dann läfst sich aus ihr entnehmen, dafs der Halbmesser des Mittel- 
parallels nicht wie bei der ersten Projektion m^ = tg 6^ sein wird, und dafs, 
wenn die Bogen BE und BF längentreu werden sollen, die Projektion nicht 
auf den die Kugel in F und E schneidenden Kegel erfolgen kann; denn 
bei der Projektion auf diesen würde der Bogen EF verkürzt als Sehne EF 
abgebildet, die Meridiane nicht längentreu werden. Es kann hier also 
weder von einem Berührongs- noch Schnittkegel die Bede sein, der Kegel 



1) Vgl. dazu Tissot-Hammer S. 89, Gretschel S. 186, Herz S. 92. Wagner, 
Lehrb. S. 192. 
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spielt hier mehr wie anderswo die Kolle einer Hilfsfigor, die das Verständnis 
erleichtem soll^ weil eine einfache und geometrisch darstellbare Beziehung 
zwischen Eugel und Kegel hier nicht besteht. 

Es sei (Fig. 67) S^ der Mittel- 
paraUel, 6^ der südlich von 6^, 6^ 
der nördlich von 6q gelegene, läi^en- 
treu abzubildende Parallel, so dals 

ist, wo Sq der Abstand der beiden 
Parallelen vom Mittelparallel ist. m^ 
sei der gesuchte Halbmesser fiir den 
Eartenkreis ^q. Da die Meridiane 
längentreu abgebildet werden sollen, 
so wird für den Parallel 6^ der Earten- 
halbmesser 

♦»1 = Wq -f- arc Bq 

und für den Parallel S^ 

»•2 = Wo — arccQ. 

Der Parallel d^ hat auf der Eugel 




Fig. 67. 



den Umfang 2% sin S^ oder, da d^ = tf^ + ^o> 

Wi= 2n;sin(do+€o), 
und der Parallel 6^ hat 

«2 = 2« sin dj = 27P sin (^q — Bq). 

Diese Länge sollen sie auch auf der Karte erhalten, und von dieser 
Forderung hängt die Gröfse der Eonstanten n ab, die die Gröfse der 
Meridianschnittwinkel am Eartenpole bestimmt, (A'= nl), d. h. der umfang 
des mit dem Halbmesser n»^ beschriebenen Ereises, multipliziert mit n, 
muTs ein Bogen werden^ der an Länge gleich ist dem umfange des Enget 
parallels 6^, und der ebenso behandelte Ereis m^ gleich dem EugelparaUel 6^. 
(S. S. 86.) Also ergiebt sich [wenn gleich der Eürze und Einfachheit halber 
statt der umfange die Halbmesser gesetzt werden]: 

nhj^nk = (Wq + arc Bq) nk = sin (Öq -f" Bq) X 
m^nX = (wq — arc «q) wA = sin {d^ — £q) X 

m^n = (wo+ arc6o)« = 8in(d<j+ b^ 
m^n = («»0 — arc e^) w = sin (Sq — Bq), 

Werden die Gleichungen rechts ausgeführt, so erhält man: 

m^n = (wiq -f" *rc c^) w = sin Öq cos Bq + cos d^ sin Bq (1) 

m^n = (m^ — arc £q) n = sin Öq cos Bq — cos 6^ sin Bq. (2) 

Addiert man diese Gleichungen (l) und (2), so ergiebt sich: 

w(% + ^) = 2ni% === 2 sin Äq cos Bq 
j w(»ij -f" iWj) ^ nm^ = sin ^Q cos Bq 



oder 



fiii "l" wij 



Wii 



sin ^Q cos £^ 



n 



(3) 
(3a) 
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um in dieser letzten Gleichung die noch allein unbekannte Orofse n zu 
finden, subtrahiere man (2) von (1): 

n(m^ — m^) = 2n arc €q = 2 cos Öq sin Bq 
Y w(wi — wij) = n arc Sq = cos S^ sin Sq (4) 

cos dn sin Sa / A \ 

w = -' (4a) 



arcfi^ 



Setzt man (4 a) in (3 a) ein oder dividiert man (3) durch (4), so 
erhalt man: 



nm^ sin^^cosc^j x • * 



n arc e^ cos a^ sin e^ 



w*o 



arce^ 



= tgdoCtg€o 



&rc c 
»»»0= tgdo ctg€o arceo= tg^o-j^ 

gleich dem gesuchten Eartenhalbmesser für den Mittelparallel, und l' = nl 

cos d^ sin Bp 

arc Co 

Ein beliebiger Parallel, dessen Poldistanz 8 ist, und der vom Mittel- 
parallel 6q — d = B entfernt ist, erhält wegen der Längentreue der Meridiane 

den Hidbmesser 

, j. arcco 
w = tg Oft -7 — - — arc 6. 

Verzerrungsverhältnisse. Aus der Entwickelung des Halbmessergesetzes 
hat sich bereits ergeben, dafs die Meridiane und zwei ganz beliebige Parallel- 
kreise, für die nur der gleiche Abstand vom Mittelparallel vorgeschrieben ist, 
längentreu abgebildet werden. Bezeichnet h das Längenverhältnis der Karten- 
meridiane zu den Eugelmeridianen, so ist in diesem Falle A s=: l, und versteht 
man unter Ä; das Längenverhältnis der Eartenparallelen zu den Eugelparallelen, 
so ist für die Kreise S^ und 6^ auch A; == 1. Auf diesen beiden Parallelen finden 
also keine Verzerrungen statt. Für einen beliebigen Parallel ^, dessen Kugel- 
halbmesser = sind ist, gestalten sich die Verzerrungsverhältnisse wie folgt: 

Ä= 1. 



^, 111 (tg^o T — — arcajw (tg^ft 1 — ^ — arcclcos^fl 

Kartenparallel , V^ ® tgc^ / \^ • tg«o / " 



__ T. __ j; "^ "o ;[__ __. _\ rs «^0 / arc «., 

Kugelparallel sin d sin d 



gesetzt, ergiebt 



. ^ »arc «0 sin e^ sin «^ 

tff do cos da 2—7 — - — arc b* cos 6^ 

^ Q ^ arc c^^ tg £^> ^ ^ arcg^ 

sind 

j. sind,, j X sin«© 

tg oft = ^ und tg frt = ^ 

^ ^ cosdo ® ** cose^j 



sin d^ cos fij — arc a cos d^ 



k = -^ 5^^, S=h'k = k. 

sind ' 

Für die Parallelkreise d^ und d^ ist e == «o» ^"^^ demnach wird, da d, — ä^ = — s^ 
(s. S. 92) für ^1 der Wert 

, sin Sq cos g^ + cos d^ sin gp sin (d^ -f Fq) si^ *i ^ 

sin dl sind^ sind^ 



0) 
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und, da Öq — ^2 "^^ ^o? ^ ^% ^^^ Wert 



, sin d^ COB g^ — cos d^ sin e^ ain {9^ — c^) sin ^, ^ 

^ sind, sind, aindj ' 

was schon oben hervorgehoben ist. 

Für den Parallelkreis Öq wird 6 = 0, also auch arca cos S^ = und 



arc8„ 



= cos Bni welcher Wert stets kleiner als 1 ist. 



»Ol 



demnach hier k = ?— 5; — - 

Daraus folgt, dafs der Mittelparallel 6q auf der Karte verkleinert abgebildet 
wird; wenn auch vorher (S. 94) angedeutet worden ist, dafs die Projektion nicht 
auf den die Kugel in den Kreisen d^ und d^ schneidenden Kegel erfolgt, so ist 
die Annahme eines Schnittkegels als Hilfs fläche hier doch zulässig, und dann 
stimmt die Verkleinerung des Mittelparallels 6q mit der Thatsache überein, dafs 
Sq beim Schnittkegel innerhalb der Kugel zu liegen kommt; und zwar wird die 
Verkürzung gegen den Kugelparallel Öq gröfser mit wachsendem a^, und um so 
kleiner, je kleiner s^ wird, da der Cosinus mit wachsendem Winkel abnimmt 
(cosO« = 1, cos 90® = 0). Wird Sq = 0^ so geht der (fingierte) Schnittkegel 
in den Berührungskegel über, da cos Sq =s cos 0® = 1, der Mittelparallel 6q wird 
längentreu abgebildet. Es wird dann 



9fli^ 



= tg^c 



arcg^ 

tg«o 



= tg tf^ und 



n = cos On 



= cosd^Q, 



man erhält dann die einfache mittabstandstreue Kegelprojektion (s. S. 91). 
Aus den vorstehenden Ausführungen ergiebt sich: 

I , J ist der I ^ • [ der Werte Ä, Je, 

{ ^riS) ) **'■ ^"•'^ (*i - *«) ^* { t = i } di« { Ä ) Halbachse der 
Indikatrix im Meridian. Denn da zwischen d^ und 6^ die Parallelkreise — weil 
in die Kugel fallend — verkürzt werden, die Meridiane aber längentreu bleiben 
(^ = 1), so wird in dieser Zone die ganze Kartenfläche verkleinert, also ist 
h = a ^^ 1^ k = h <il, AuTserhalb ö^ und i^ fallen auch die Parallelkreise 
so zu sagen aufserhalb der Kugel, sie werden also vergröHsert, und damit auch 
die Fläche, also ä = 6 = 1 und Ä = a > 1. 

Beispiel. Es soll die Zone zwischen dem 40^ und 70^ n. Br. abgebildet 
-werden. Der Mittelparallel ist in diesem Falle der 55^ n. Br. und diejenigen 
Parallelkreise, die von diesem, sowie den beiden Bandparallelen gleichweit ent- 
fernt sind und längentreu abgebildet werden sollen, sind die Parallelen 62^ 30' 
und 47® 30\ Daraus folgt Bq = 7® 30'. Der Mafsstab der Karte möge 
1 : 10 000 000 sein und der Halbmesser der Erde auf 6 370 000 m angenommen 

werden. Dann erhalten, wenn die Parallel- 

kreise in Abständen von je 5® ausgezogen 
-werden sollen, die Halbmesser derselben neben- 
stehende Längen in mm: 

Die Konstante n = cos i^ ergiebt 

" arc^Q ® 

sich = 0,8168, logw = 9 912 123. Sollen 
die Meridiane gleichfalls von 5® zu 5® aus- 
gezogen werden, so wird z. B. bei X = 5®, 
A' = (n . 5)® = 4P 5' 3". Die weiteren 
Winkel im Kartenpole finden sich durch 
einfache Multiplikation dieses Wertes iL'; also 

ZOppriti| Kartenentwurfslehre. 2. Aufl. von Blndau. 





9 


9 


m 




70^ 


20* 


276,71 




65^ 


25* 


332,30 


9« 


62<»30' 


dj — 27*30' 


360,10 




60^ 


30* 


387,89 


9o 


65^ 


do=3ö* 


443,48 




50® 


40* 


499,07 


9i 


47*30' 


Äj = 42*30' 


526,86 




45* 


45* 


554,66 




40* 


50* 


610,25 
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für il ^ 10« wird X' = 8« 10' 6" u. s. w. Soll die ganze Zone abgebildet 
werden, so erhält diese auf der Karte die Gestalt eines Stückes eines Kreisringes, 
dessen bis zum Kartenpole verlängerte Grenzlinien (Bilder des Meridians, an dem 
der Kegelmantel zerschnitten ist) einen Winkel A' = w • 360® = 294® 3' 15" 
einschliftlisen. In dem gewählten Mafsstabe können alle Parallelkreise mit dem 
Stangenzirkel beschrieben werden und man hat alsdann zu beiden Seiten des 
Mittelmeridians den Winkel 4® h' 3" und die erforderlichen Vielfachen desselben 
im Kartenpole anzulegen, wenn man nicht eine wenigstens teilweise Berechnung 
von Koordinaten vorzieht. Die Berechnung der Yerzerrungsverhältnisse erfolgt 
nach der Formel für 



ifc = 



. ^ ^ sm Ca 

sm dfl 008 «o — arc « cos ^^ 

** " ** arc «A 



sin ^ 



Dieselbe zeigt, dafs für die einzelnen Parallelkreise nur die Grölsen t und sind 
veränderlich sind. Die Gröfse € ist für je zwei Parallelkreise nördlich und südlich 
vom Mittelparallel gleich, hat aber verschiedene Vorzeichen, worauf bei der 
Berechnung zu achten ist. Wird der für Jt gefundene Wert > 1, so ist damit 
die Halbachse a gegeben, wird er < 1, so ist h gegeben. Da die andere ELalb- 
achse stets = 1 ist, so kann alsdann aus der Formel 



sm (D := 



a + 6 



der Winkel oo bez. 2a> ge^mden werden. 

Für die vorstehende Projektion ergiebt sich folgende Verzerrungstafel. 







^0 = 


= 35«; i 


Sj— 42®30'; dj— 27®30'. 






9= 


40« 
60» 


46« 
46« 


47« 30' 
42« 80' 


50« 
40« 


66« 
86« 


60« 
80« 


62« 80' 
27« 80' 


66« 
26« 


70« 
20« 


200 
a 
h 

8 


1®13' 
1,0215 
1,000 
1,0215 


0®20' 
1,006 
1,000 
1,006 


0®0' 
1,000 
1,000 
1,000 


0®15' 
1,000 
0,996 
0,996 


0®30' 
1,000 
0,991 
0,991 


0^8' 
1,000 
0,995 
0,995 


0^0' 
1,000 
1,000 
1,000 


0^28' 
1,008 
1,000 
1,008 


20 6' 
1,037 
1,000 
1,037 



Da laut Konstruktion auf den Meridianen das Längenverhältnifi überall = 1 
ist, so läfst sich aus der Tafel entnehmen, dafs innerhalb der Zone dj^ — i^ die 
kleine Achse, aufserhalb derselben die grofse Achse in der Richtung der Parallel- 
kreise liegt, und dementsprechend liegt innerhalb der Zone die groDse Achse, 
aufserhalb die kleine in der Richtung der Meridiane. 

Die hier behandelte Projektion führt in vielen Lehrbüchern die Bezeichnung 
„Mercators Kegelprojektion, sogenannte de l'Islesche Projektion^S Diese Be- 
zeichnung ist falsch; derjenige, der sie ersonnen und auch praktisch zuerst an- 
gewandt hat, ist der französische Astronom Jos. Nie. de Tlsle (Delisle) f 1768, 
ein Bruder des Geographen Guillaume de Tlsle f 1726. Als Mitglied der 
Petersburger Akademie hat Jos. Nie. de Flsle im Jahre 1745 eine Karte von 
Bufsland publiziert, der die in dem obigen Beispiele ausgezeichneten Parallel- 
kreise d^, ^2 ^^^ ^0 ^^ Grunde gelegt sind. Dafs als Erfinder der ganz und 
gar de Tlsle angehörenden Projektion, die daher nur nach ihm benannt werden 
darf, Mercator noch heute vielfach genannt wird, ist auf einen leicht erklärlichen 
Irrtum zurückzuführen^). 

Bei allen normalen Kegelprojektionen besteht, wenn sie nicht aus recht- 
winkligen Koordinaten konstruiert werden, eine grofse Schwierigkeit, die gerad- 

1) Wagner, Lehrbuch. S. 194, Anm. 87. 
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linigen Meridiane bei Karten grofsen Mafsstabes zu zeichnen. Diese Schwierig- 
keit ist schon yorhanden bei Halbmessern von mehr als 1,5 m Länge. Wo hier 
ein Stangenzirkel für die Parallelkreise noch ausreichen kann, versagen die 
Lineale fOr die Meridiane. Theoretisch erhalt man die Meridiane durch die Ver- 
bindung der auf einem Parallel gefundenen Schnittpunkte mit dem bei gröfseren 
Maijsstäben weit entfernten Projektions- oder Eartenpol, der vielfach gar nicht 
mehr auf das Zeichenpapier zu liegen kommt. Bei Anwendung der zuerst be- 
handelten einfachen Eegelprojektion mit einem längentreuen (Mittel-)Parallel hatte 
auch Mercator mit diesem Übelstande zu kämpfen. Um ihm aus dem Wege zu 
gehen, teilte er die von den Grenzparallelen und dem Mittelparallel gleich weit 
entfernten Parallelkreise, die wie alle der ganzen Karte nach dem Halbmesser- 
gesetze f(ß) = tg^Q — arca gezogen waren, längentreu ein und zog durch die 
zugehörigen Teüpunkte nun bequem die Meridianlinien. Diese so entstandene 
Projektion, die die Mercators genannt werden könnte, besitzt, wie man sieht, wie 
die von de FIsle zwei längentreue Parallelkreise von meist fast gleicher Lage 
in der Karte, daher die Verwechselung; aber die Halbmessergesetze sind wesentlich 
verschieden. Li Mercators Kegelprojektion, die nicht mehr zu den geo- 
metrisch einfach definierten Projektionen gehört, weil, was leicht ersichtlich, 
Meridiane und Parallelkreise sich nicht mehr rechtwinklig schneiden — die 
Meridiane treffen sich nämlich nicht mehr in einem Punkte — , sind z. 6. sämt- 
liche Länderkarten in Sjdow- Wagners methodischem Schulatlas entworfen. 
Vgl. auch dazu 61. 4 dieses Atlas, auf dem dieselbe die vereinfachte Kegel- 
projektion genannt wird^). 

Auch in Lehmann-Petzolds Atlas für Mittel- und Oberklassen höherer Lehr- 
anstalten (Velhagen und Klasing, Bielefeld und Leipzig 1897) ist Mercators 
Kegelprojektion angewendet worden, vgl. dazu das Vorwort und Blatt 4, Fig. 5. 
Doch haben die Herausgeber unterlassen, nähere Angaben zu machen, was be- 
dauerlich ist, da alle normalen konischen Projektionen einander so ähnlich aus- 
sehen, dafs ohne eine Bezeichnimg nur wenige rekognosziert werden können, es 
sei denn, dafs man langwierige und genaue Messungen am Netze macht, die aber 
auch nicht stets zum richtigen Ziele führen. 

Andrees Handatlas (Velhagen und Klasing, Bielefeld und Leipzig, 4. Aufl., 
1898) hat ebenfalls die „modifizierte^^ Kegelprojektion ziemlich ausgiebig 
verwertet. Nach einer freundlichen Mitteilung des Herausgebers, A. Scobel, 
sind folgende Karten in ihr entworfen: Bl. 29/30 Deutschland — Bl. 67/68 
Schweiz — BL 71/72 Frankreich — Bl. 85/86 England und Wales südl. Hälfte 

— Bl. 87/88 England und Wales nördl. Hälfte — Bl. 91 Lrland — BL 92 
Dänemark — BL 99/100 Spanien und Portugal — Bl. 101/102 Italien — 
Bl. 109/110 Balkanhalbinsel — BL 125 Kaukasusländer — Bl. 126 Palästina 

— BL 151 Algerien und Tunesien — BL 186 obere Hälfte und die Nebenkarten 
auf Bl. 5/6. 

De risles Kegelprojektion scheint bisher nicht oft angewendet worden zu 
sein, dafObr aber gegenwärtig, wie sie es verdient, mehr in Aufnahme zu kommen. 
Li ihr sind die Blätter „Nördliches und südliches Europa^^ in Lüddeckes Deutschem 
Schulatlas entworfen. Femer sind in ihr entworfen in Debes' Handatlas BL 13 
Mitteleuropa (Verkehrskarte) und BL 56 Ostliche Vereinigte Staaten. 

3. FlädientTeiie Eegelprojektionen. 

Bei diesen Projektionen empfiehlt es sich, unmittelbar von der flächen- 
treuen Azimutprojektion auszugehen, deren Halbmessei^esetz f(d) = 2 sin ~ 

1) S. auch Wagner, Lehrbuch. S. 194. 
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bereits bekannt ist (S. 41). Denn da die Eegelprojektionen sich von den 
azimutalen im wesentlichen nur in der Gröfse der Eonstanten n unter- 
scheiden^ so kann die flächentreue azimutale auch als eine konische Pro- 
jektion aufgefafst werden, deren Eonstante n s= 1 ist, bei der sich also die 
Eartenmeridiane unter denselben Winkeln wie auf der Eugel schneiden 

(r = i). 

Sobald X'=ink wird, wird aus einer azimutalen Projektion eine konische. 
Würde man nun die Parallelkreise mit den Halbmessern der flächentreuen 
azimutalen Projektion ziehen, so würde die neue Projektion nicht mehr 
flächentreu sein, sondern es würde die Fläche n-mal vergröfsert werden. 
Der Ausdruck „vergröfsem" ist hier in zweideutigem Sinne gebraucht; 
d. h. bei n> 1 tritt eine wirkliche Vergröfserung ein, bei n < 1 eine Ver- 
kleinerung. Damit nun bei X' = nl die Fläche der azimutalen Pro- 
jektion erhalten bleibt, müssen die Quadrate der Parallelkreishalbmesser 
dieser Projektion gleichzeitig im Verhältnis 1 : n vergröfsert werden. 
Ist t» > 1 , so werden die Meridianschnittwinkel im Eartenpole gegen die 
Winkel auf der Eugel vergröfsert, so dafs bei Abbildung einer ganzen Zone 
oder Ealotte eine Überdeckung einzelner Teile eintreten würde; in diesem 

Falle, der übrigens nie praktisch wird, ist — ein echter Bruch und dem- 
zufolge erfahren die Halbmesser der ParaUelkreise gegenüber denen der 
azimutalen Projektion eine Verkleinerung. Ist w < 1 gewählt, so werden 
die Meridianschnittwinkel verkleinert, die Ealotte bez. Zone erscheint als 

Sektor [(n • 360)®] oder Stück eines Ereisringes, — ist ein unechter Bruch, 

die Halbmesser werden vergröfsert. Bei einem beliebigen Werte von n 
erhält man also eine flächentreue Eegelprojektion, wenn die Parallelkreise 
mit Halbmessern beschrieben werden, deren Quadrate gleich sind den 
Quadraten der Halbmesser der flächentreuen Azimutprojektion, dividiert 
durch die Eonstante n. Also 

4 sin' — - 2 sin — 

9 2 2 

Schon jetzt, nach der allgemeinen Bestimmung des Halbmessergesetzes, 
lassen sich ebenfalls allgemein die Verzerrungsverhältnisse bestimmen In 
der flächentreuen Azimutprojektion ist gefunden worden 

a = sec — , = cos — • 

Dabei liegt a in der ParaUel-(Horizontal-)Ereisrichtung, h in der der 
Meridiane (Hauptkreise). Da bei konischen Projektionen, wie sich schon 
ergeben hat, die Lage der Achsen nicht mit der bei azimutalen Projektionen 
übereinzustimmen braucht, so wird hier einstweilen das Längenverhält- 
nis im Meridian = ^, das im Parallelkreise = A; gesetzt. Dann ist 
analog _ 1 S 7 i/" ^ 

und a wird der grössere, h der kleinere dieser beiden Werte. 
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Wird nun, wie schon erwähnt, « < 1 gewählt, also n ein echter Bruch, 
Bo giebt es in jeder flächentreuen Projektion einen Parallelkreis Öq, 
fOr den 

ist; d. h. es wird ä = ä — 1 und der Parallel Sq wird auf der Karte 

längentreu abgebildet, und auch die Winkeländerungen auf ihTn sind =0. 

Mit wachsendem Abstände von dem Parallel Sq nehmen die Verzerrungen 

zu. Wenn tf < Äq ^^ ^^* cos g- > cos ~ ; folglich wird 

COB — COS -? 

cos -? cos — ■ 

2 2 

Für ö > Sq wird cos -j- < cos -^ , folglich wird 



cos ~ cos ~ 

2 , 8 



a 



cos — COB -r? 

2 2 



L Flächentreue Eegelprojektion auf den Berühmngskegel. Es liegt 
nahe, fOr die flächentreue Abbildung einer Zone als Hilfsfläche den Kegel zu 
benutzen, der die Kugel in dem durch die Mitte der Zone gehenden Parallelkreise 
berührt. Dieser Mittelparallel habe die Poldistanz d^. Berührt der Kegel die 
Kugel in diesem Parallel ^^, so ist bekanntlich der Halbmesser des Karten- 
parallels 

f»i = tg d^ , 

und nach den vorhergegangenen AusfQhrungen mufs dieser Halbmesser 

mi = tgÄi — — sm-» 

werden. 

Daraus folgt 

2 sm -:? 2 sm ~ 2 sm rj- • cos ff. ^ 

y— 2 2 2 ^_ COS ^, 

^^ ig 9. sin ^1 « . ^1 ^1 ^1 * 

^ * " =i 2 sm ^ • COS -J cos — " 

cos^i 2 2 2 

cos' S 
Die Konstante n dieser Projektion wird also = j- • Daraus folgt, 

cos* -? 
2 

dafs bei der Wahl des Berührungskegels der Mittelparallel nicht längen- 
treu abgebildet werden kann; denn die Längentreue des Mittelparallels 6^ er- 
fordert, wie S. 86 gezeigt ist, die Konstante 

n s: cos 6y 

Dieses Ergebnis läfst sich bereits aus der obigen Ausführung entnehmen, 
wonach die Projektion einen Parallelkreis Öq besitzen mufs, für den 

cos| = y^ 
ist. 
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Es wird also ein anderer Parallel als der Mittelparallel längentreu ab- 
gebildet. Dieser Parallel ist eben derjenige, fOr den in diesem Falle die 

Gleichung gilt 

d^ -/— cos dj 
cos^ = ]/n=— ^. 

Beispiel. Es werde auf den in 40^ 6r. berührenden Kegel abgebildet. 
Dann ist d^ = 90^ — 40® = 50®. Der Halbmesser des Mittelparallels S^ ist also 
fn^ s=stgSi = ig 50®. ' Die Eonstante n ergiebt sich aus 

2 sin — 

y— 2 cos ^1 COB 50® 2 sin 26* 

^ ~ tgS. ~ J. ~ cÖ8~26"® ~ tgöO» ' 
^ * cos -^ ^ 

Die Konstante n ist also = 0,50302. Der längentreu abgebildete Parallel 
ergiebt sich aus 

cos ^ = Vn = 0,70924 , 
^ = 44® 50', ^0 == Ö^® 4Ö' (genauer | = 44® 49' 38", *o = ^^^ 39' 16") . 

S^ = 89® 40' ist gleich dem Parallel 0® 20', fällt also fast mit dem Äquator 
zusanmien. 

Da Kegelprojektionen fast ausschliefslich zur Abbildung von Zonen bez. 
Kalotten angewendet werden, die eine verhältnismäfsig geringe Breitenausdehnung 
besitzen, so hat eine Projektion auf den im Mittelparallel berührenden Kegel 
keine praktische Bedeutung, weil der Parallel, der ohne Verzerrungen abgebildet 
wird, in den meisten Fällen weit aufserhalb des darzustellenden Gebietes liegen wird. 



2. Lamberts fläohentreue Eegelprojektion mit längentreuem 
paralleL (Fig. 68.) Die Längentreue des Mittelparallels ist immerhin eine 
wichtige Eigenschaft für eine geographische Karte ^ und noch wichtiger, 
wenn die Karte auch noch flächentreu ist. Werden diese beiden Forderungen 
gestellt, so kann nach den obigen Ausführungen von der Benutzung des 
Berührungskegels keine Bede sein. Die Aufgabe ist also auf andere Weise 
zu lösen. Es sei nunmehr ö^ der Parallel^ der längentreu abgebildet werden 
soU. Sein Kugelhalbmesser ist = sin d^; sein Umfang = 2 tt sin d^. Dieser 
Mittelparallel mufs somit auf der Karte dargestellt werden als der Bogen 
eines Sektors von der Länge 27r sin ^q; der Sektorwinkel ist = (n • 360)®, 
der Halbmesser des Kreises, zu dem der Sektor gehört, mufs wegen der 
geforderten Flächentreue sein 



w»o 



2 8in^ 
2 



womit über die Konstante n verfügt ist. 

Da zwei Kreisumf änge sich zu einander wie die Halbmesser verhalten, 



kann man setzen 



sin Sq = — pr- • w = 2 sin -^ • }/n . 



y^ 



2 



Dann ist 
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. ^ 2 sin -~ coß -rr 

y^^ Bind, _ 2 2 ^ 

2 sin ~« 2 sin 4' 

2 2 



j/n *= cos -^ , w = cos* ^ • 
Also wird der Halbmesser des Mittelparallels Öq 

^ ^ = 2tg^». 

COS ~ 

2 

Es sind nun noch die Halbmesser der übrigen Parallelkreise in Funktion 
ihres Polabstandes zu bestimmen. Die yon dem Eugelparallel d^ begrenzte 
Kugelkappe hat bekanntlich die Oberfläche «= 2r7th, wofür^ wenn r=:i gesetzt 

wird, auch gesetzt werden kann 27V^ «s 49r sin* -^ (S. 40). Der Karten- 

halbmesser dieses Parallels ist Wq = 2 tg -^ • Der mit ibin beschriebene 

Kreis hat den Flächeninhalt 4;rtg*-^; das n- fache dieser Kreisfläche ist 
gleich dem Inhalte der Kalotte: 

4n«tg«4* = 4Äsin»4v 
^w^oraus folgt 

und 

COS» ^» tg- -^ -= sm« -% 



woraus die Übereinstimmung der von Öq begrenzten Sektorfläche der Karte 
mit der Kalottenfläche bis Öq sich ergiebt. 

Es sei nun d ein beliebiger anderer Parallel. Die yon Öq und d ein- 
geschlossene Zone hat^ wenn def Kürze halber die stets auf beiden Seiten 
Torkommende Gröfse tv ausgelassen wird^ die Oberfläche 

Z=4(8in»|-8in«i), 

d. h. die Fläche ist gleich der Differenz der beiden Kalotten. In der Karte 
wird diese Zone als das Stück eines Kreisringes dargestellt, dessen Fläche 
gleich der Differenz zweier Sektoren mit dem gleichen Zentriwinkel (n • 360)® 

ist. Der Halbmesser des einen Sektors ist bekannt, ^o ^ ^ ^9 ~^ > seine 

Flache mJ = 4n tg^ ^* Der gesuchte Halbmesser des zweiten Sektors sei 

Xy seine Fläche also nx\ Der Flächentreue wegen mufs die Gleichung 
gelten: 

4(8ü.«*»_sin«|)-n(4tg«|-x«), 

woraus 
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Setzt man nun 



n 



cos 



2 *o 



und schreibt tg* ^ = 



sin" rr 



COB*^ 



so ergiebt sich 



2 






2 sin --- 

«* s= r^ und Ä = 



cos«|» 



CO«! 



ist der Halbmesser eines beliebigen Parallels 6, 




Verzerrungs Verhält- 
nis s e. Da der MittelparaUel 
Sq längentreu abgebildet wird, 
80 ist auf ihm a = 6 = 1, 
0) = 0®. Für jeden andern 
Parallel 6 ergeben sich die 
Werte ä. Je wie folgt. Für 
ihn ist der Eugelhalbmesser 
=» sin d, der £[artenhalb- 
messer 



m 



Sjin^ 
cos|l 



Fig. 68. Lamberts flAohentreue Kegelprojektion; 
^„ » 30° n. Br. 1 : ISO MUl. 

T^ r 111 4 « sm — COS -? 
Eartenparallel 2 2 



Der den Parallel dar- 
stellende Sektorbogen hat 
die L&nge 

2 mnn = 4 « sin — cos ^ • 
Es verhält sich also 



cos T? 
2 



Eugelparallel 



29r sin d 






d 

cos — 
2 

d 
cos — 
1 2 

Aus Ä • jfc = 1 folgt Ä = -jT = ip • Der gröfsere der beiden Werte h, k 

cos^ 
ist die grofse Halbachse a, der kleinere die Halbachse h der Indikatrix. Da 

2 



cos ^ == |/n , so kann auch geschrieben werden 



Ä = 



vgl. S. 100, und es ist 



d 

cos^ 



Ä; 



1^ _ 



cos — 
2 



= }/n sec - , 



2 



sm CO 



o — 6 



a + b a* + 1 



Diese flächentreue Eegelprojektion mit längentreuem Mittelparallel, die nicht 
auf den Berühnmgskegel ausgeführt wird, für die vielmehr ein Schnittkegel als 
Hilfsfläche anzunehmen ist, verdankt ihre Entstehung dem Mathematiker Lambert, 
der auch das Halbmessergesetz der flächentreuen Azimutprojektion gefunden 



i. 
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hat^). Meist findet sich das Halbmessergesetz in der Funktion der geographischen 
Breite, nicht in der bequemen Funktion des Pol-(Zenit-)Abstandes ausgedrückt, 
welch letztere auch sofort für nichtnormale Projektionen verwendbar ist. Ist 
q>Q der Mittelparallel, q> ein beliebig anderer, so ist 



a^ = 90® — 9o» 6=9(fi — 9, also 
Dann lautet das Halbmessergesetz 



2 *^ 2 ' 2 



450- f. 



m 



2 



sin (450- I) 



COB 



Für cos (45® — yj kann auch geschrieben werden y i- «m yo ^ ^^^ 
dieser Ausdruck ist «= Yn - 

Folglich kann auch gesetzt werden: 



cos^ 



n - cos» I = i- (1 + sin 9o) = I (1 + cos tfo) . 

Bisher hat Lamberts fl&chentreue Eegelprojektion wenig Anwendung ge- 
fanden; von neueren Atlanten besitzt nur Lüddeckes Deutscher Schulatlas eine 
in ihr entworfene Karte, die der Vereinigten Staaten von Nordamerika. Sie ist 
eine der wenigen konischen Projektionen, die ftufserlich erkennbar ist: wie 
bei der fl&chentreuen Aidmutprojektion rücken auch bei ihr mit zunehmendem 
Folabstande d die Parallelkreise in einer auch dem Auge merkbaren Weise immer 
näher aneinander (s. Fig. 68). 

Beispiel. Mittelparallel sei 50® n. Br., also 

Sq = 40®; yJT— cos 20® = 0,9397, n — 0,8830. 

Tafel der Halbmesser, denen zum Vergleich die Halbmesser der flächentrenen 
Azimntprojektion beigegeben sind (für den Eugelhalbmesser »» 100). 









• * 

2 Sm rr 








d 


2 


« . * 


9 


9 


2 


m — - 

cos 
2 


m =» 28m — 
2 


90® 


0® 


0® 


0,00 


0,00 


80® 


10® 


5® 


18,55 


17,43 


70® 


20® 


10® 


36,96 


34,73 


60® 


30® 


15® 


55,08 


51,76 


50® 


^^0 = 40® 


20® 


72,80 


68,40 


40® 


50® 


25® 


89,95 


84,52 


30® 


60® 


30® 


106,42 


100,00 


20® 


70® 


35® 


122,08 


114,72 


10® 


80® 


40® 


136,81 


128,56 


0® 


90® 


45® 


150,50 


141,42 



1) J. H. Lambert, Beiträge zum Gebrauch der Math. Berlin 1772. Anmerk. u. 
ZnsätEe zur Entwerf, der Land- und Himmelscharten. Ostwalds Klassiker Nr. 54. 



106 



Zweiter AbBchnitt. 



Einem Meridianschnittwinkel der Kugel X =» 10^ entspricht ein Eartenwinkel 
r== (0,883 •10)<>= 8^53'. 

Tafel der Verzemingselemente für ^o™* ^^^- S = ah '= 1. 



9 


d 


2(D 


a 


b 


Lage der Achsen 


90® 


0® 










80® 


10® 


6®40' 


1,060 


0,943 


a im Meridian 


70® 


20® 


5®22' 


1,048 


0,954 


ö w n 


60® 


30® 


3® 6' 


1,028 


0,972 


0^ n n 


50® 


^0 = 40® 


0® 0' 


1,000 


1,000 


a = h 


40® 


60® 


4® 8' 


1,036 


0,964 


a im Parallelkreise 


30® 


60® 


9®20' 


1,086 


0,921 


ö w n 


20® 


70® 


15®40' 


1,147 


0,871 


ö »> w 


10® 


80® 


23®12' 


1,226 


0,815 


0^ n n 


0® 


90® 


32®10' 


1,329 


0,752 


^ n w 



Tafel der Parallelkreishalbmesser zu Lamberts flächentreuer Kegelprojektion 

für den Kugelhalbmesser = 100. 



Breite 


Wenn der Mittelparallel tp^ ist: 


9 


6» 


10« 


16<> 


20^ 


26« 


30« 


35« 


40« 


46<> 


60« 


Ö5« 


60* 


85® 














9,84 


9,62 


9,44 


9,28 


9,13 


9,03 


80 














19,65 


19,23 


18,87 


18,55 


18,28 


18,05 


75 












30,14 


29,43 


28,80 


28,26 


27,78 


27,37 


27,03 


70 












40,11 


39,15 


38,31 


37,59 


36,96 


36,41 


35,95 


65 










51,33 


49,98 


48,79 


47,75 


46,85 


46,06 


46,38 


44,81 


60 










61,38 


59,77 


58,35 


56,98 


56,03 


55,08 


54,28 


53,59 


55 








73,40 


71,31 


69,44 


67,79 


66,34 


65,08 


63,98 


63,06 


62,26 


50 








83,50 


81,12 


79,00 


77,12 


75,47 


74,04 


72,80 


71,73 


70,82 


45 






96,45 


93,42 


90,74 


88,37 


86,28 


84,43 


82,83 


81,43 


80,24 


79,23 


40 






106,5 


103,1 


100,2 


97,59 


95,28 


93,24 


91,48 


89,93 


88,61 


87,50 


35 




120,5 


116,4 


112,7 


109,5 


106,7 


104,1 


101,9 


99,95 


98,26 


96,83 


95,61 


30 




130,5 


126,0 


122,1 


118,6 


115,5 


112,7 


110,3 


108,2 


106,4 


104,9 


103,5 


25 


145,7 


140,3 


135,4 


131,1 


127,5 


124,1 


121,2 


118,6 


116,3 


114,3 


112,7 




20 


155,6 


149,7 


144,5 


140,1 


136,0 


132,4 


129,3 


126,6 


124,2 


122,1 


120,3 




15 


165,1 


158,9 


153,5 


148,6 


144,3 


140,6 


137,2 


134,3 


131,7 


129,5 






10 


174,4 


167,8 


162,0 


156,9 


152,4 


148,5 


145,0 


141,8 


139,2 


136,8 






5 


183,2 


176,4 


170,3 


164,9 


160,2 


156,1 


152,3 


149,1 


146,2 











191,9 


184,6 


178,2 


172,6 


167,7 


163,3 


159,4 


156,1 


153,1 








5 


200,0 


192,4 


185,8 


180,0 


174,8 


170,2 


166,2 


162,7 










— 10 


207,9 


200,0 


193,1 


187,1 


181,7 


176,9 


172,8 


169,0 










— 15 


215,3 


207,1 


200,0 


193,6 


188,1 


183,2 


178,9 













8. Fläohentreue Eegelprojektionen mit kleinster Winkelvenemmg. 

Verzichtet man auf die Längentreue des Mittelparallels^ so lassen sich 
unter Wahrung der Flachentreue günstigere YerzerrungsverhaltniBse als sie 
die Lamberfsche Kegelprojektion besitzt erzielen ^ wenn die darzustellende 
Zone oder Kalotte eine von Yomherein festgesetzte Breitenausdehnung be- 
sitzt^ die nicht überschritten zu werden braucht. 

Es sei d' die kleinste^ 6'' die gröfste Poldistanz, zwischen denen das 
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abzubildende Gebiet liegt. Man kann nun über die Eonstante n in der 
Weise verfügen; dafs auf den beiden Grenzparallelen 6' und d'' die Maxima 
der für die Zone i" — i" möglichen Verzerrungen entstehen. 

Es ist früher (S. 100) gezeigt worden ^ dafs für flächentreue Eegel- 
projektionen wird: 





d 

C08- 








COS 




mr d<ö^, a^ 


2 


und fQr 


*>*o, 


a = — 


2 

~5 




«o-Y 








COfi 


'¥ 


Nunmehr ist tf ' < ^o < *"; 


also wird 










C08~ 








COB^ 








auf ^, 


und 


a" 


2 

C08~ 


auf r. 





Jede flächentreue Eegelprojektion besitzt auch einen Parallelkreis 6^^ der 

langentreu abgebildet wird; für ihn gilt cos -^ = V^ (S. 101). 

Die Flächentreue einer Projektion beruht darauf, dafs iS' = a6 = 1. 
Die Verzerrungen derselben werden desto kleiner, je weniger sich beide 
Halbachsen a und h von der Einheit entfernen; je gröfser hier a ist, desto 
kleiner wird &, und damit wächst auch 200. Die Yorstehende Verzerrungs- 
tafel der Lambertschen Projektion zeigt nun — und das gilt für jeden 
beliebigen Mittelparallel — dafs die Verzerrungen bei gleichem Abstände 
auf beiden Seiten des Mittelparallels 6q durchaus nicht gleichmäfsig 
wachsen. Dieses gleichmäfsige Wachstum läfst sich überhaupt nicht 
erreichen, wohl aber, dafs auf zwei bestimmten Grenzparallelen die Ver- 
zerrungen dasselbe Mais erhalten. Wenn also auf diesen beiden Ereisen 
die entsprechenden Achsen mit einander übereinstimmen, d. h. gleichmäfsig 
Yon der Einheit abweichen, so ist damit auch die Gröfse der möglichen 
Verzerrungen auf das erreichbare Minimum beschränkt. Man wird dem- 
nach die Eonstante n so bestimmen, dafs die entsprechenden Achsen auf 
den beiden Grenzparallelen, und damit auch die Winkeländerungen einander 
gleich werden. Damit demnach a' ^^^ a" wird, ist zu setzen 

cos— ,/- 
2 yn 

y^ cos— - 

2 

If n 

cos — 



2 ^' 

cos- 



folglich 



n = cos ^ cos — 

2 It 



Das Halbmessergesetz dieser Projektion lautet alsdann: 



^ 2 sin -- 

2 . d 2 

n» = — - sm TT = 



r I / «^- cos— 



]/co4 
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Dieselbe besitzt, wie schon bemerkt, einen längentreuen Parallel, auf dem 
alle Verzerrungen = sind; es ist derjenige, für den die Gleichung gilt 



cos ~ == "j/n = 1/cos 






Auf den Parallelkreisen ö' und d'' wird 



a 



cos — 
2 



V 



cos — cos -;:- 
2 2 



und a 



// 



|/C08-008- 



cos 



2 



also 



a 



a 



ff 




Ein besonderer Fall dieser Projektion, bei der der substituierte Hilfskegel wieder 
als Schnittkegel zu denken wäre, tritt ein, wenn ^' «s 0^ wird, also nicht eine 

Zone, sondern eine Kalotte abgebildet wird. Dann wird n^^cos— und das 
Halbmessergesetz lautet 

2 sin — 
2 
w ^ — . ^ , 

|/cos^ 

oder in Funktion der geographischen Breite 

2sin(46«— |^) 



m = 



y^^i^n^ 



Eine transversale Projektion dieser Art f£lr die Karte von AMka, zuerst 
von Zöppritz vorgeschlagen, findet sich in ausführlicher Berechnung und Kon- 
struktionsangabe in der Zeitschrift der 
Gesellschaft für Erdkunde zu Berlin, 
Bd. 19, 1884 S. 22 und Bd. 26, 1891 
S. 145, s. Fig. 64 S. 90. 

4. Albers* Fläohentreue Eegel- 
(Bumpf-) Projektion mit zwei 
längentreuen FarallelkTeisen. Wie 
bei der mittabstandstrenen Kegelpro- 
jektion zwei Parallelkreise längentreu 
abgebildet werden können (de l'Isles 
Pr.)^ so kann auch die Flächen- 
treue bei zwei längentreuen 
Parallelkreisen erzielt werden. Die 
Projektionsfläche ist in diesem Falle, 
wie sich zeigen wird^ der Mantel 
eines abgestumpften Kegels, da der 
Pol bez. Hauptpunkt nicht als 
Punkt, sondern als Kreisbogen abgebildet wird. 

Es seien i^ und b^ die Poldistanzen der beiden Parallelkreise, die 




Fig. 69. 
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längentreu abgebildet werden aollen, und zwar Öq < S^. Ist r der Kugel- 
halbmesser, so hat die von d^ und d^ begrenzte Eugelzone die Fläche (Fig. 69) 

worin h die Höhe der Zone ist. Es ist aber 

^ = r (cos Äq — cos ^i) , 



also 



Z=4r««8in?^^sin^:^ 



Die gesuchte Seite der flächengleichen Kegelzone (Kegelstumpfes) sei 5; 
ihr Mantel ist dann 

P und q sind die Halbmesser der Grundkreise, die nach Fig. 69 sind: 

P = r sin ^1 , ^ = r sin ^Q ; 
also 

If = r (sin S^ + si^ ^0) ^^ = 2rns sin ^ T^ ^ cos -^-r — ^ • 
Es muls nun werden 

Z a= JHf «s 4r'7r sm ^ ' ° sm ^ ^ ■= 2rns sm ^ ' ° cos * ** • 

Es werde jetzt wieder r = 1 gesetzt und auf beiden Seiten n weggelassen, 
so erhält man: 

4sm ^ ' ^ sm ' ^ = 2gsm ^ ' ° cos ^ ^ * , 



:« ^1 — *o ft « «^„ *i — *( 



4 sin -^-r — - = 2s cos 







arin-^'"*" 






2 _„^_*i-». 










*, — ^. ® 2 

cos 



Dieser Wert von s oder die Seitenlinie des von ö^ und dj^ begrenzten Kegel- 
stumpfes ist auch geometrisch konstroierbar: Man halbiere den Meridianbogen 
zwisdien S^ und S^^ ziehe durch den Halbierungspunkt eine Tangente und ver- 
längere die zu Sq und 6^ gehörenden Halbmesser bis zmn Schnitt mit derselben; 
dann ist (Fig. 69) 

^5 = 2tg^^ = s. 

In der Karte soUen die Parallelkreise d^ und ^^ längentreu werden, 
also die gleiche Länge wie auf der Kugel haben. Der Umfang des Parallels 

d^ ist 

J7^^ s= 2rn sintf^, 

der des Parallels d^ ist 

Ud^ = 2r7t sin^o- 

Es seien m^ und m^ die gesuchten Kartenhalbmesser der beiden längen- 
treuen Parallelen; sie müssen sich demnach zu einander yerhalten, wie die 
Halbmesser der Kugelparallelen; also 

ntQ : m^ SS sin ^0 : sin d^ ; 
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es ist aber m^^ — m^ ^= s die Seite des Eegelstampfes, daher kann man 

auch schreiben 

tWo : 5 = sin ^Q : (sin i^ — sin d^, 

« sin ^A :i 1. 8 sin ^, 
Wa = -7—^^ :— ^ und ebenso: m, = -. — 5 ^—^ , 

^ sin dj — sm Oq ^ sin d| — sin a, ' 



m, 



Stg^-^-sin*. 



sin^« 



2 cos -S-4 — - sm -^ — - cos 



^i-*o 



2 



cos 



und ebenso 



»»1 = 



2 2 

sin^j 



-i-4 — - cos — 






cos -i— - — ^ COS - - 



2 



2 



Auch m^v und m, lassen sich geometrisch konstruieren: Man nehme auf 

einer Linie eine Strecke AB = 2 ig -^-^ — ^, beschreibe um B mit dem Halbmesser 

Bb = sin^i und um Ä mit dem Halbmesser ^a = sin^^ Kreise und ziehe an 
diese eine gemeinschaftliche Tangente; dann bringe man diese mit der Ver- 
längerung von AB zum Schnitte in P, so ist 




AP=fn, 



sin^. 



cos -*— r cos -^-^! — - 



und 



BP=mi 



sin^j 



^i-*c 



cos -=^-^ cos *»+*«» 



2 



2 



Denn es ist in Fig. 70 laut Konstruktion: 

Aa = sin d^ , Bh = sin i^ 

BD = sin dl — sin d^ . 



und 



Es sind aber die Dreiecke APa^ BPh und BAD 
einander ähnlich. Daher 



oder 



und 



BDiAB^AaiAP 

sin dl — sin do : 2 tg -^-r — - ^ sin d^ : m^ 



Fig. 70. 



2tg^^-^sin*o 



AP=mQ = 



2 



sin^. 



^1 — ^0 d. -|- 9 f. 
cos -*-- — i cos -i-4 — ^ 



sin ^1 — sin 9q 

und dementsprechend auch BP^=vn^, 

Mit den Halbmessern m^ und ns^ ist auch gleichzeitig die Konstante 
n gegeben^ mit der die Meridianschnittwinkel zu multiplizieren sind, damit 
die beiden Parallelkreise auf der Karte längentreu werden. Es mufs sein 

Ud^ = 2« sin dl == ^nm^n^ 

und 

TJi^ = 2n sin d^ = ^nm^n, 

oder 



sm öl = tWi*» , sm ÖQ = w^w , 
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woraus folgt 



n 



cos 



*i 



2 



COS 



^^ = 4 (C08 tfo + cos dj . 



Nunmehr handelt es sich darum^ das allgemeine Gresetz zu finden^ nach 
dem die übrigen Parallelkreise zu ziehen sind^ derart, dafs die von ihnen 
eingeschlossenen Teilflächen des Kegelmantels den entsprechenden Teilzonen 
auf der Kugel gleich sind. Es sei d der Polabstand eines beliebigen 
Farallels^ der zunächst zwischen 6^ und d^ liegen mag. Dann ist z. B. die 
von ^0 und d begrenzte Kugelzone 

Z^ = 4r*Ä sm — ~-^ sm — 5—2 . 

Die Fläche der entsprechenden Kegelzone ist 

M^ ==: rrc (sin ^0 + ^) ^1 ^ 

-wo -4(7 = Si, die Seitenlinie der Kegelzone, Äa = srnd^ und FC = c die 
Halbmesser der sie begrenzenden Kreise sind; denn es ist klar (Fig. 71), dafs 
im Kegel der Halbmesser des Parallels 6 nicht =r sini, d. h. gleich dem 
des Kugelparallels sein kann. Es ist demnach, bei r = 1, 



4 sm — br-^ sm " 



2 



2 



Sj (sin tf^ -f- c) = Si sin tf^ + *i^ • 



sin^. 



Es yerhält sich nun nach Fig. 71, da J.P= ^ = w^, 

s^ : (c — smOo) = —^ : smd^, 

5= (c — sin Öq) — r-^- = — (c — sin dt.) . 

Wird der Kürze halber in dem obigen Ausdrucke för M^ der Faktor r« 

weggelassen, so ist 

-afi = - (c — sin^o) (sindo + c) = 1.""^"^ 

Also 




n 



Zi = Jlfi = 4sin^4^' sin 



2 



n 



sin' ^5 
n 



und 



c* sin*^« . . . ^ + ^0 



g/ ^«g<)a 



- = =-^ + 4sin 




n 



n 



2 



sm 



* — ^- 



* — *- 



c* = sin* Sq + 4n sin — ^— ^ sin 

«= sin* ^Q + 2»» (cos Äq — cos d) . 

Ist m der gesuchte Halbmesser des Kartenparallels 
d, so verhält sich (Fig. 71) 

sind^ 



cismöQ = miniQ 






sind^ 



m 






Bind« 



= — , also m 



n 



l/ein« 



djj + 4» sm — ^-^ sm ~ 



n= 
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Jetzt ist noch die Aufgabe zu lösen, sowohl für die Halbmesser m^ und 
tn^j als auch fOr alle Halbmesser m überhaupt eine allgemein gültige Form zu 
finden, die nicht nur dem allgemeinen Halbmessergesetz aller flächentreuen Eegel- 

28m- 

projektionen m = — p— entspricht, sondern auch fttr die nimierische Berechnung 

yn 

bequemer ist. Zu diesem Zwecke sind zuvor einige Beziehungen festzustellen, 

die zwischen Öq und S^ einerseits, und zwischen d^ bezw. d^ und d andrerseits 

bestehen. 

Nach der bekannten goniometrischen Formel 2 sin' — »s 1 — cos a kann 

man schreiben: 

• ^ft 1 — cos do . « ^1 1 — cos di 



folglich 



^■t 2 '«^a 2 



• 2 *0 I • « *1 1 — cos ^^ + 1 — cos ^1 . 1 , , , . . 

sm*-^ + sm'-^ = 2_i: 1 = 1 — j (cos ^0 + <5os dl). 

Es ist aber y (cos S^ + cos S^ = n, also 



und somit 



8in«^ + sin«^=l— w 

sin«|> = l_n-sin«|^, (la) 



.»^ = l_n-sin*^ 

d* 1 — cos d* . « d 1 — cos d 



sin«^ = 1 _ „ _ sin«^. (Ib) 



Schreibt man entsprechend sin* -~ = , sin* ^ = - — znz. ^ ^ ijt 

• « d . s dft 1 — cos d — 1 + cos Ä| cos Aj — cos d . d + do . A — ^* 
8in» j — sin»-^ :^ i S-2 sin -=^ sm— ,-* 

und somit 

. • d • t du 1 . d -|- d^ . d — d^ /rt\ 

sm*- — sm*-^ + sm — ^ sm — y-^ • (2) 

Nun ist gefunden Wq = , also ist 

9 sin* do 4 . « do od* 4 . 2 d<, / . . 8 do\ 

w*ft = — r^ = -i sm* -^ cos* -^ = -ism*-^ll — sm*-^l, 
n" «• 2 2 n" 2 \ 2 / ' 

S ^ • 9 du 4 . a du . o d^ 

♦»0 =- ;;i 8m»f - ;^ 8m*-^am«-^. 

d d 

Nun setze man rechts im zweiten Oliede für sin* -~ = 1 — n — sin* — 
nach (la), 

und löse die Klammer auf: 

8 4 > 9 d^ 4 • 9 d/w I 4 • a du 1 4 • 9 do . a d, 

n* 2 n" 2 ' n 2 * n" 2 2 ' 

2 ^ • 9 dg , 4 * 9 do . O d. 

.0 n 2 * n' 2 2 



4 • 9 d» . o d, 
— ^ sm* -5 sin* — i r= 



2 



Es möge nun gesetzt werden -^ sin* -~ sin* -^ == w , auf welchen Ausdruck 
noch zurückzukommen sein wird, dann ist 



1 
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fno = ]/m* + ^sm 



8 ^0. 



2 

auf gleiche Weise ergiebt sich auch 



fHi 



Die vorstehende Formel gut auch allgemein für jeden Halbmesser m. 

Es ist 



am* d^ + *w 8U1 — k~"^ 8™ — s~~^ 



m« 



n« 



Wird nun sin* Öq wie vorher behandelt und sin* -~ = 1 — n — sin* -^ 
gesetzt, so erhält man: 

Für das erste Glied rechts kann man setzen m , für den Ausdruck in der 
Klammer nach (2) sin* — ; demnach ist 

m^-\ sm' — • 

p * n 2 

Dehnt man die Abbildung bis zum Pole aus, so dafs ^ — 0^ wird, so geht 
der Ausdruck sin "L ^ sin — ^— ^ über in — sin* -^ ; es ist also in diesem Falle 

sin' S ^^ 4ti sin' — 

w* =^ 5 = -? sm* — r sm* — sm* — sin* — , 

w* n* 2 n* 2 2 n 2 ' 

wenn sin*^^ nach bekannter Weise behandelt wird: 

Für die Klammer kann nach (ib) gesetzt werden sin*— ^, also 

w* = -j sm*-^ sm* -^ = m. 
n* 2 2 !>' 

Das heifst, der Pol wird als ein Kreisbogen abgebildet, dessen Halbmesser nip 
ist. Zu diesem Resultate führt auch die allgemeine Formel, in der bei d = 0^ 
das zweite Olied unter der Wurzel = wird. Diese Formel läfst auch eine 
geometrische Konstruktion der Halbmesser zu; denn jeder Halbmesser ist die 
Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen eine Kathete der Halbmesser 
des Pols dieser Projektion ist, dessen andere Kathete gleich dem Halbmesser eines 
Parallels d in einer gewöhnlichen flächentreuen Kegelprojektion ist, deren Konstante 



^- ("-#) 



n = cos ' - ° cos — — . „, 

Es braucht kaum bemerkt zu werden, dafs man für die vorstehende Ent- 
Wickelung die gleichen Resultate erhält, wenn man, statt von ^q, wie hier 
geschehen, überall von d^ ausgeht. 

Yerzerrungsverhältnisse. Ist h das Längenverhältnis im Parallelkreise, 
so ergiebt sich dasselbe aus dem Verhältnis des Kartenhalbmessers eines Parallels 

ZOppritE, Kartenentwurftlehre. 2. Aufl. von Bladan. I. B 
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zu dem Eugelhalbmesser desselben: Ä = -:— r^ = -r— ^T/n(ww -|-4siii*— ), 

und infolge der Flächentreue ist das Längenverhältnis im Meridian h =^ j 
sin ^ sin ^ 



mn 



yn (nm* + 4 sin* -j 

Durch eine Umformung der Werte h^ und Ä;' ergeben sich Ausdrücke, aus 
denen sich bestinmite Folgerungen über die Beschaffenheit der Verzerrungen 
herauslesen lassen. Hier sollen indes nur die praktisch bedeutsamsten Ergebnisse 
kurz angeführt werden^). Zwischen den Parallelkreisen i^ und d^, auf denen 
keine Verzerrungen stattfinden, liegt ein Parallel d^, auf dem die Achse a ein 
Maximum und b ein Minimum erreicht, auf dem also die Verzerrungen das 
Maximum erreichen. Dieser Parallel ergiebt sich aus der Gleichung 

cos*^=cos*4ii8ec^l^, oder tg^-j/tg^tg^- 

Das Maximum der L&ngenänderung im Meridian ergiebt sich zu 

und daraus folgt 

^1 ^0 ^ ^1 "1" ^0 TT 

cos ^-g— ^ = g: , cos ^ ^ ^ = nH, 

2 ^ 

cos 6^=nH^^ mp= -^ sin* -^ • 

Bisher war die Aufgabe, eine Zone mit zwei längentreuen Parallelen flächen- 
treu konisch abzubilden, so behandelt worden, als wenn diese Parallelkreise auch 
zugleich die Begrenzungslinien der Ejirte wären. So lange die Ausdehnung 
zwischen Öq und d^ nicht zu grois ist, kann man derart verfahren; sobald die 
Breite der Zone jedoch gröfser wird, werden die Verzerrungen innerhalb dieser 
beiden Kreise, deren Verzerrungen «= sind, doch unnötig groJGs werden. Man 
hat es in der Hand, dieselben herabzumindern, indem man nicht die Grenz- 
parallelen, sondern zwei zwischen ihnen gelegene längentreu und somit ohne 
Verzerrungen abbildet; dadurch werden die Verzerrungen gleichzeitig gleich- 
mäfsiger über die ganze abzubildende Fläche verteilt. 

Die Grenzparallelen der abzubildenden Zone mögen nunmehr, da sie nicht 
längentreu abgebildet werden sollen, d' und <f" genannt werden; sie sind als 
gegeben zu betrachten und es sollen die beiden Parallelen d^ und d^ ermittelt 
werden, die ohne Verzerrungen abgebildet werden. Dann ist zu setzen*): 



daraus folgt 



^ = 1/ sec — - — , w == cos — ^ — 
cos ' ^ ^ = ^, cos ^ = nH; 



für cosd^ und nip bleiben die vorher angeschriebenen Gleichungen bestehen. 

Ist d' = 0^, so geht die Zone in die Kalotte über; dann wird nH^ 
= cos d^ = 1 , also dfn = 0^ und mp = 0. Es liegt dann die flächentreue 
Kegelprojektion mit kleinster Winkelverzerrung für eine Kalotte vor (S. 108). — 
Das Maximum der Verzerrungen, das in H seinen Ausdruck findet, hängt von 
dem Abstände der Kreise 6' und d" ab. Es stimmt überein mit dem Maximum 



1) Näheres bei Tissot-Hammer S. 142. 

2) Die Entwickelung bei Tissot-Hammer S. 143. 
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der eben genannten Eegelprojektion, bei der die Kalotte den sphärischen Halb- 
messer S" — <J' hat. — Eine praktische Verwertung hat, soweit bekannt, die 
flächentreue Eegelnunpfprojektion bisher nicht gefunden; ihre unleugbaren Vor- 
züge werden ihr aber für die Zukunft eine hervorragende Stelle sichern. Das 
Verdienst, sie ersonnen zu haben, gebührt Albers aus Lüneburg, über dessen 
Persönlichkeit nichts bekannt zu sein scheint. Das Studium der Kegelprojektionen 
des Mathematikers Murdoch, durch die die Gesamtfläche einer Zone, nicht aber 
die Teilflächen flächentreu abgebildet werden, die also praktisch bedeutungslos 
sind, hat ihn yeranlajüst, das Gesetz zu suchen, nach dem auch für kleinste Teil- 
flächen die Flächentreue gewahrt bleibt. Seine Untersuchungen hat er ver- 
öfifentlicht in Zachs Monatlicher Korrespondenz für Erd- und Himmelskunde 
Bd. XI, S. 97 und Xn, S. 450. Gotha 1806. 

Ausgeführte Berechnungen fär Karten in dieser Projektion finden sich in 
der Zeitschrift der Gesellschaft für Erdkunde zu Berlin Bd. 24, 1889, S. 222 
imd Bd. 27, 1891, S. 221. 

4. Winkeltreue Kegelprojektionen. 

Neben der noch zu behandelnden Mercatorprojektion ist die winkel- 
treue E^elprojektion die einzige der geometrisch einfach definierten Pro- 
jektionen, deren Halbmessergesetz sich nicht auf ganz elementarem Wege 
ermitteln läfst, weshalb auf die Ableitung hier nicht näher eingegangen 
werden kann^). In der allgemeinen Form lautet es für den Halbmesser 
eines beliebigen Parallels d 

in welcher es an das Gesetz der winkeltreuen azimutalen Projektion er- 
innert \m^=2ig-Ay die ja auch in der That nur der Grenzfall für n = 1 

ist. In der Formel ist nämlich zunächst der Exponent n die bekannte 
Konstante der konischen Projektionen (s. S. 85), m^ eine zweite Eonstante, 
die, wie leicht ersichtlich, im normalen Falle den Halbmesser des Äquators 
(im nichtnormalen den des Horizontalkreises, der 90^ Yom Hauptpunkte 
entfernt und zugleich ein Grofskreis ist) liefert. Denn setzt man in der 
Formel 6 = 90® ein, so wird m = w^, da tg45® = 1 und l" = 1. 

Die Parallelkreise werden, wie bei allen Eegelprojektionen, als Bogen 
eines Sektors abgebildet, dessen Gentriwinkel = {n • 360)® ist. Ist m der 
Halbmesser eines Eartenparallels, so ist die Länge des Bogens = 2mnn. 
Es yerhalt sich somit bei r «s 1 ein 

n * fn I tflf I 

Eartenparallels 2mnn mn " \ 2/ . . 

EngelparaUel Ö 2 sin S^r sin d sin S * ^ ^ 

Dieser Ausdruck, der die Gröfse der halben Achse a = 6 liefert, kann auch, 

. d 

wenn tg — «= — j und sin d = 2 sin — cos -^ geschrieben wird, auf die Form 

1) Die höchst, einfache Entwickelung mittels der Differentialrechnung s. unter a. 
bei Joh. Tob. Mayer, VoUständ. nnd gründl. Anweisung zur Yerzeichnnng der Land-, 
See- und Himmelscharten. Erlangen 1804. S. 421 ff. 

8* 
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„_»_-• hfl . p) 

gebracht werden. 

Aus ihr geht hervor^ dafs mit zunehmendem Polabstande auch die 
Längen- und Flächenänderungen wachsen. Die K^elspitze liege über dem 
Nordpole (normale Li^e für die nördliche Halbkugel); dann ist für diesen 

S = Oy also auch a = ft = 0. Bei 6 = 90^, auf dem Äquator ^ (^"^¥ 

S 1 \ / 

= cos g- = sin 45^ = cos 45^ = — ), wird a = ww^, und im Südpol lö = 180®, 

~ = 90®, sin 90® = 1, cos 90® = o) wird a = oo; der Pol würde als Kreis- 
bogen abgebildet werden. Von der Orofse der Eonstanten n hängt alsdann 
die Gröfse von a im besonderen ab. 

1. Die winkeltreue Eegelprojektion mit l&ngentreuem MittelparalleL 
Mit der Eigenschaft der Winkeltreue kann die zweite verbunden werden, 
dafs der Mittelparallel des abzubildenden Gebietes bei normaler Lage, ein 
Horizontalkreis bei nichtnormaler Lage, längentreu abgebildet werde. Der- 
selbe werde mit Öq bezeichnet; dann ist, wie von früher (S. 86) bekannt^ 
derselbe, soll er längentreu werden, in der Karte mit dem Halbmesser 
n»QS=tg^o zu beschreiben und die Konstante ergiebt sich zu n^^cos^o* 
Man mufs demnach setzen: 

Daraus ergiebt sich für die den Halbmesser des Äquators liefernde zweite 
Konstante 



m 






2/ 

Die Halbmesser der anderen Parallelkreise S ergeben sich ans 



«X COB(f(, 



Die Langenändenmgen sind gegeben in a = 6 = nm^ — r— j 

Werden nun für n und m^ die ermittelten Werte eingesetzt, so erhält man 




a = cos ^0 — l^A ' - — ^ — = -^-f —r » (3) 

/ d x^^^^o Bind Bind * * ■ ' ^ ' 

Ä=a*, 2eo = 0. 

Auf dem Parallel Öq wird, wie der Ausdruck für a zeigt, a = 1, auf ihm finden 
also keine Längen- und Flächenändenmgen statt; auf allen anderen ist a > 1. 
Wird z. B. Öq = 60® gewählt, so dafs der Kegel in 30® Br. berührt, so ist 
n = cos 60® = 0,5. Der Parallel <Pq = 30® wird dann längentreu abgebildet 
und von ihm aus wachsen pol- und äquatorwärts die Werte von a und damit 
auch von S^ wie folgende Übersicht zeigt. 
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9o 


— 30^ 


n = 0,5. 






qp = 


0» 


16<> 


30<^ 


460 


60« 


75* 


90« 


a — 

S — 


1,140 
1,299 


1,034 
1,068 


1,000 
1,000 


1,037 
1,076 


1,180 
1,392 


1,598 
2,553 





In Tissot-Hammer, Netzentwürfe, S. (2) und (3) und (39) finden sich Tafeln 
for Terschiedene Werte von w. 

2. Die winkeltrene Kegelprojektion mit zwei längentrenen Farallel- 
(Hori8ontal)-Erei8en. (Fig. 72.) Verzichtet man auf den längentreuen Mittel- 
parallel^ so kann man n so bestimmen, dafs auf zwei Parallelkreisen^ die 
je nördlich und südlich desselben gelegen sind, die Verzerrungen verschwinden 
und dieselben damit gleichmäfsiger über die ganze Karte verteilt werden, 
wie bei der flächentreuen Kegelprojektion von Albers (S. 108 u. 114). 

Es seien d' und tf" die beiden Kreise, die längentreu (a = 1) ab- 
gebildet werden sollen; ihre Halbmesser in der Karte sind dann 

Sollen diese Parallelen längentreu werden, so müssen ihre Halbmesser sich 
zu einander verhalten, wie die Halbmesser der entsprechenden Kugel- 
parallelen, also 



m 



m 



// 




sin^' 



In dieser Gleichung ist der Exponent n unbekannt, sie ist also eine 
Exponentialgleichung imd es folgt aus 

log *g Y ~ ^^^ *^"t) "^ ^^^ ®"^ ^ ~ ^^^ ^^ *" 

log sin 9' — log sin 8" 



n = 






welcher Ausdruck stets < 1 ist. Ist auf diese Weise n ermittelt, so erfolgt 
die Berechnung von m^ auf folgende Weise. Es sind nunmehr der Kugel- 
parallel ö' dem Kartenparallel ^', und der Kugelparallel d'' dem Karten- 
paraUel d" an Länge gleich. Es bestehen somit die Gleichungen (r s= i) 

(>'* « 

und 



folglich 



tg— j TCy 



m 



sind' 



sind' 



«(tg^) **(*«fT") 



118 



Zweiter AbBchnitt. 



Diese Projektion ist identisch mit der vorigen; das ergiebt sich aus der 
Untersuchung der Verzerrungen. Hier wurde von den Parallelen S' und S" aus- 
gegangen; zur Berechnung von a kann daher nicht Gleichung (3) benutzt werden, 
es mufs (1) genommen werden. Dieselbe giebt für d' und 6" a = 1. Diese 
Parallelen sind demnach längentreu. Man kann nun aber auch 



n 



log sin ^' — log sin 8" 

lOgtgy — lOgtg — 



= cos Sr 



setzen und statt eines fingierten Schnittkegels den Berührungskegel in 6^ an- 
nehmen. Berechnet man alsdann nach Gleichung (3) die Werte a, so wird auf 

Jq a 'S» 1, dagegen wird 
auf ö' und 6" zwar a> 1, 
aber auf beiden gleich, 
ihr Verhältnis zu den 
EugelparaUelen d'xunid" 
wird also nur bezüg- 
lich des Mafsstabes ge- 
ändert^), insofern die 
Eonstante m verschie- 

den ausfällt, und damit 
den Mafsstab beeinflulst. 
Die winkeltreue 
Eegelprojektion rührt 
von J. H. Lambert her 
(1772). Später hat sie 
6 aufs eingehend behan- 
delt, weshalb sie auch 
Lambert-Gaufssche Pro- 
jektion genannt wird. In 
russischen Karten ist 
sie vielfach angewendet 
worden. Neuerdings hat Debes sie in seinem Handatlas ausgiebig verwertet. 
In normaler Lage sind daselbst entworfen: Bl. 11/12 Europa, — 39 Nord- 
asien, — 40 Westasien, — 42 Südasien, — 44 Ostasien, — 46 Atlaslander, 
— 52 Australien, — 55 Vereinigte Staaten von Nordamerika, — 59 Mittleres 
Südamerika — ; in schiefachsiger Lage: 49 West- Afrika (10® s. Br., 5** w. L.). 




Fig. 72. Lambert-Gauls' wlnkeltreae Eegelprojektion. 
^o =s 0» n. Br. 1 : 180 MOl. 



Sechstes Kapitel. 
Modifizierte Eegelprojektioiieii. 

1. Konventionelle oder nneclite Ksgelprojektionen. 

Wie schon bemerkt^ stehen diese Projektionen^ die auch mit B«cht 
unecht- oder pseudokonisch genannt werden können^ einerseits in einem 
gewissen Zusammenhange oder Verwandtschaft zu den konischen Projektionen, 
die der Klasse der geometrisch einfach definierten Projektionen angehören. 
Diese Verwandtschaft besteht darin^ dafs die Parallelkreise auch hier noch 
als konzentrische Kreise abgebildet werden. Der Gegensatz andrerseits 



1) Vgl. die Mercatorprojektion. 
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kann dahin definiert werden, dafs das Gesetz der Abbildung der Meridiane 
hier ein anderes ist. Sind bei normalen (echten) konischen Projektionen 
X\ 6 die Polarkoordinaten eines beliebigen Punktes der Karte, so ist der 
Halbmesser seines Parallels eine Funktion von öy und X' eine Funktion der 
wahren Länge k (k' = n - X), Bei den unechtkonischen Projektionen ist 
der Parallelkreishalbmesser auch noch eine Funktion von S^ dagegen ist k' 
nicht mehr eine Funktion von k allein, sondern von k und S zusammen. 
Hier ist also das Prinzip der geometrisch einfach definierten Projektionen 
durchbrochen und die Bezeichnung „pseudokonisch^^ drückt diesen Gegen- 
satz ganz tre£Pend aus, der auf der Karte in der Kurrenform der Meridiane 
zum Ausdruck kommt. Unter den unechtkonischen Projektionen giebt es 
wohl flächentreue, aber keine winkeltreuen Entwürfe. Von Längentreue 
kann in beschränktem Sinne bei einzelnen gesprochen werden, und diese 
letzteren sind die wichtigsten, hauptsächlich weil sie bisher fast aus- 
schliefslich bei Länderkarten angewendet worden sind; aus diesem Grunde 
sollen sie hier behandelt werden. 

Flftehentreue nneohtkonische Projektionen mit längentreuen Parallelkreigen. 

L Die sogenannte Bonnesohe Projektion ist eine Abbildung auf den 
Berührungskegel im Mittelpunkte des darzustellenden Gebietes, wobei die 
Parallelkreise wie bei der mittabstandstreuen Kegelprojektion erhalten werden 
(S. 91). Um aber die dort eintretende Vergrofserung in der Abbildung 
der Parallelkreisgrade zu vermeiden, werden diese vom geradlinigen Mittel- 
meridian aus zu beiden Seiten auf jedem Parallelkreise in ihrer wahren 
Gh^öfse aufgetragen. Das Bild besteht demnach aus kreisbogenformigen 
Parallelen und Meridiankurven höherer Ordnung. 

Der Halbmesser des Mittelparallels ist m^ = ig Öq] ein beliebiger 
Parallel d hat den Halbmesser 

m s= tg ^0 — arc (^0 — ^) ^^®^ *8 ^o H" ^^^ (ß — ^o)- 

Der Pol wird als Punkt abgebildet, fällt aber nicht mit dem Mittelpunkte 
der konzentrischen Parallelkreise zusammen, sondern ist von diesem ent- 
fernt um die Strecke 

mp = tg Sq — arc <Jq. 

An und für sich ist die Zeichnung dieser Projektion daher sehr einfach, 
zumal die nötigen Daten gamicht mehr berechnet, sondern den Tabellen Wagners 
oder Steinhausers entnommen werden können (s. S. 88 Anm.). Mit dem ermittelten 
Halbmesser des Mittelparallels («Mq = tg Öq) beschreibt man einen Kreisbogen, 
zieht den das Blatt halbierenden Halbmesser und trägt auf diesem, vom 
Mittelparallel ausgehend, nach S. und N. die Abstände b der einzuzeichnenden 
ParaUelkreise auf: 

^ = tg ^0 — [*g *o — arc (8q — 8)], 

Durch die gefandenen Teilpunkte werden vom Mittelpunkte des MittelparaUels 
aus Kreise beschrieben, die die Parallelen darstellen. Auf jedem dieser Kreise 
tragt man nun, vom Mittelmeridian ausgehend, zu beiden Seiten desselben die 
Längen der ParaUelkreisabschnitte auf, die auch den genannten Tafebi ent- 
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nommen werden können, aber auf den gewählten MaÜBstab reduziert werden 
müssen. Die Punkte gleichen Längenunterschiedes vom Mittelmeridian werden 
alsdann zu den Meridianbildem mittels Kurvenlineals verbunden. Diese Kon- 
struktion mittels Zirkels und Lineals hat aber nur instruktiven Wert, für Karten 
selbst ist sie ungenau, weil die Parallelkreise nicht exakt genug dabei eingeteilt 
werden können. Es wird nämlich der Abstand der Meridiane bei Anwendung 
des Zirkels als Sehne auf dem Parallel abgetragen, während er als Bogen ab- 
gesetzt werden sollte, was bei diesem Verfahren nicht möglich ist. Die Parallel- 
kreise werden demnach zu klein abgebildet. Es empfiehlt sich also auch hier 
die Koordinatenrechnung anzuwenden, selbst wenn die Halbmesser der Parallel- 
kreise noch mit dem Zirkel oder Stangenzirkel gezogen werden. Li diesem 
letzten Falle genügt es freilich, für jeden Parallel nur einige, drei bis vier Schnitt- 
punkte zu berechnen, da alsdann an diesen der Teilzirkel bereits genau ein- 
gestellt werden kann, um weitere Schnittpunkte zu gewinnen. 

Die Koordinatenbereclmmig erfolgt im wesent- 
lichen nach dem S. 87 angegebenen Verfahren. 
Um die Koordinaten x^ y eines Punktes D zu be- 
rechnen^ der um eine Breitendifferenz oder einen 
Bogen h nördlich vom Mittelparallel FF^ liegt 
(Fig. 73), hat man nur zu beachten^ dafs hier zu 
dem Bogen BD ein anderer VtTinkel t gehört, als 
zu dem auf dem gleichen Meridian gelegenen 
Punkte A des Mittelparallels, der wie bei der 
echten Projektion auf den Berührungskegel ist 
V = nk (s. S. 92). 

Ist n»Q der Halbmesser des Mittelparallels, so 
gelten flir Punkte dieses die Gleichungen: 




Fig. 78. 



X' 
rc = Wq sin A', y = 2 m^ sin* ~ 



Für einen anderen Parallel, dessen Halbmesser m ist (w^ — m = 6), 

dagegen lauten die Gleichungen: 

i 



X 



m 



sin f, y = 2 m sin* 



Der Winkel f ergiebt sich aus der Proportion: 

f :360^ = 5D:2 5C.7r, 
wo ^C«=»m, -der Halbmesser des Parallels ist, also 

360 BD 360 BB 

Die Parallelkreise der Projektion werden aber bekanntlich langentreu 
abgebildet; der Umfang des ganzen Parallels ist auf der Kugel, wenn deren 
Halbmesser= 1 ist, = 2 sin dn^ wenn der Winkel f der Längendifferenz X 
gegen den Mittelmeridian CP entspricht, so ist der Bogen 

2 sin dnX 



BD = 



360 



folglich wird, wenn dieser Ausdruck für BD in obige Gleichung eio- 

jresetzt wird . « 

° , Bin ^ , 

f=— X, 



m 
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Die Gröfse der Verzerrungen ist von drei Faktoren abhängig: 1) von dem 
Abstände des betrachteten Punktes vom Mittelparallel; 2) von dem Abstände 

vom Mittelmeridian; 3) von der 
geographischen Breite des Mittel- 
parallels. Jede in dieser Pro- 
jektion entworfene Karte be»- 
sitzt in dem Mittelmeridian und 
-parallel zwei Linien ohne Ver- 
zerrung; von diesen beiden Linien 
aus nehmen die Verzerrungen zu, 
aber in einer nicht gleichmäfsigen 
Weise, sodafs die Linien gleicher 
Verzerrungen eigentümlich ge- 
staltete Kurven bilden (Fig. 74). 
Infolge der Längentreue der 
Parallelkreise ist überall ä;=: 1. 
Die Meridiane schneiden nur den 
Mittelparallel rechtwinklig. Die 
Längenänderung auf diesen ist 
h = sec '^, wo -^ die Änderung 
des Winkels zwischen Meridian 
und Parallelkreis bedeutet. Es 
braucht aber kaum darauf hin- 
gewiesen zu werden, dafs hier 
7i, h nicht mit a, h wie bei den 
echtkonischen Projektionen zu- 
sanmienfallen. Der Winkel & 
kann berechnet werden aus 

tg -^ = (cos d j arc l und tg od = i tg '^. 

Wie schon der blofse Anblick einer in Bonnescher Projektion ge- 
zeichneten Karte zeigt^ ergiebt dieselbe^ namentlich in den Ecken der Karte^ 
beträchtliche Winkelverzerrungen. Was ihr trotzdem^ neben der leichten 
Konstruktion^ zn unverdienter Beliebtheit bei den Kartographen verholfen 
hat, ist ihre Eigenschaft, eine flächentreue Abbildung zu sein. Dafs sie 
dies ist, folgt aus der Betrachtung irgend eines Netzvierecks, dessen Seiten 
so klein sind, dafs sie als gerade Linien betrachtet werden können. Ein 
solches Viereck ist auf der Kugel ein symmetrisches Paralleltrapez, dessen 
beide Parallelseiten Stücke von Parallelkreisen sind, während die beiden 
anderen Seiten Stücke von Meridianen sind. Man kann z. B. annehmen, 
dafs die BreitendifFerenz der ersteren und die Längendifferenz der letzteren 
je 1" betrage. Das Bild dieses Vierecks in der Karte ist im allgemeinen 
ein verschobenes Paralleltrapez; denn die Parallelkreise werden als konzen- 
trische, also überall gleichabständige Kurven abgebildet, die Meridiane als 
konvergierende Kurven. Da überdies die Parallelgrade, also die beiden 
Parallelseiten, und die Mittelmeridiangrade, d. h. der senkrechte Abstand 
der Parallelseiten in Urbild und Abbild gleich sind, so sind auch die In- 
halte beider Paralleltrapeze gleich; denn der Inhalt ist ja gleich der halben 
Summe der Parallelseiten, multipliziert mit der Höhe. Da jeder Flächen- 



Fig. 74. 
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räum auf der Kugel sich aus solchen Trapezen zusammensetzen lafst^ wenn 
man ihnen nur die gehörige Kleinheit giebt, so besteht die Flächentreue 
fdr jedes beliebige Gebiet. 

Will man sich von der Gröfse der Verzerrungen bei einer gegebenen oder 
zu entwerfenden Karte sowie von dem Verlaufe der Verzerrungslinien auf der- 
selben überzeugen, so empfiehlt es sich, die Winkel d" und daraus die 2id für 
die Netzschnittpunkte zu berechnen und die 2 oo an die zugehörigen Punkte der 
Karte zu schreiben. Da diese 2oo allgemein von yerschiedenem Werte sind, 
bestimmt man alsdann nach AugenmaOs zwischen den einzebien Punkten an- 
nähernd die Lage von Punkten, deren 2a) eine runde Gröfse ist, wie etwa die 
von 1®, 5^, 10^ u. s. w. Die so ermittelten Pimkte gleicher 2o) werden dann 
aus freier Hand oder mittels Kurvenlineals verbunden und die erhaltenen Linien 
geben ein genügendes Bild der Verzerrungen. S. Fig. 74, Karte von Nordamerika. 

Die behandelte Projektion ist von dem Franzosen Bigobert Bonne 
(1727 — 1795) zuerst angewendet worden, nach dem sie auch aUgemein bezeichnet 
wird; früher wurde sie auch die Projektion des Depot de la Guerre oder der Carte 
de France genannt, weil in ihr die topographische Karte von Frankreich (1818 — 1 878) 
in 1 : 80 000 entworfen ist. Lrtümlich wird sie vielfach Mercator zugeschrieben^). 
Auch andere gröfsere Karten, wie die Spezialkarten der österreichischen Pro- 
vinzen (1845), haben sie als Grundlage. Gegenwärtig noch beherrscht sie der- 
artig alle Atlanten, dafs es überflüssig ist, Karten dieser Projektion anzuführen. 
Allerdings dürfte ihre Blütezeit verflossen sein. Atlanten, wie Andree und Debes 
haben bereits angefangen, sie durch vorteilhaftere Entwürfe aus der Gruppe der 
geometrisch einfach definierten Projektionen zu ersetzen, welches Vorgehen wohl 
bald allgemeine Nachachtung finden dürfte. Das letzte gröfsere Kartenwerk, 
das auf ihr noch fufst, ist Vogels Karte des 'Deutschen Reichs in 1 : 500000 
(Gotha 1892), die bereits in Angriff genommen war, ehe noch die Minderwertig- 
keit der Projektion allseitig genügend gewürdigt wurde. 

2. Stab-Wemersohe Projektion. Die Bonnesche Projektion hat zwei 
Grenz fälle, deren einer an dieser Stelle mehr der Vollständigkeit als der Be- 
deutung halber kurz erwähnt werden soll. Derselbe ist gegeben, wenn der Ab- 
stand des Polbildes vom Mittelpunkte der Parallelkreise, mp = wird, d. h. wenn 
der Pol selbst als Mittelparallel gewählt wird. Es fällt dann der Pol mit dem 
Mittelpunkte der Parallelkreise zusammen, deren Halbmesser m = arc d wird. 
Die Parallelkreise werden vom geradlinigen Mittelmeridian aus wie in Bonnes 
Projektion eingeteilt. Je kleiner der Polabstand <^ ist, desto weniger weichen 
arc S und sin S von einander ab, und demgemäfs auch der Kctrtenumfang 2 tt arc d 
vom Kugelumfang 2 7rsinJ; mit wachsendem ö werden diese unterschiede gröfser. 
Dehnt man daher die Karte einerseits bis zum Gegenpole, andrerseits bis 180^ 
zu beiden Seiten des Mittelmeridians aus, so erhält die daraus entstehende Erd- 
karte eine herzförmige Gestalt, die aber auch schon bei einer Ausdehnung auf 
je 90® erkennbar wird. Eine Abbildung dieser Karte findet sich in Wenz' Atlas 
zur Landkartenentwurfslehre. Diese Projektion ist 1514 von Joh. Werner nach 
Angaben von Joh. Stab zum erstenmale ausgeführt worden. Mercators Sohn hat 
sie bei Karten von Asien und Afrika angewendet; sie ist wie Bonnes Projektion 
flächentreu, dieser als Grenzfall äufserst ähnlich, und daher ist der Grenzfall 
mit dem allgemeinen Falle derart verwechselt worden, dafs man Bonnes Projektion 
auf Mercator bez. dessen Sohn zurückfahren zu müssen geglaubt hat (s. oben). 
Die Verzerrungen sind ebenso bedeutend wie bei Bonne; wenn der Nordpol 
Projektionspol ist, so sind die Maximalverzerrungen auf dem Parallel 67^ 12' 10", 
von wo sie bis zum Südpol wieder abnehmen; auf dem genannten Parallel ist 

1) Wagner, Lehrbuch S. 197 Amnerk. 44. 
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2o) = 79® 43', a = 2,138, h = 0,468. Im 16. Jahrhundert hat die Projektion 
mehrfache Anwendung gefunden. Der zweite Grenzfall der Bonneschen Projektion 
ist an anderer Stelle zu hehandeln. 



2. Polykonisclie Projektionen. 

Während die eben behandelten Projektionen die Parallelkreise als 
Kreise mit einem gemeinschaftlichen Mittelpunkte (konzentrisch) abbilden, 
werden diese bei den polykonischen Projektionen auch als Ereise abgebildet^ 
deren Mittelpunkte aber nicht mehr zusammenfallen^ sondern auf einer 
Geraden liegen. Bei normaler Lage, in der diese Projektionen bisher aus- 
schliefslich angewendet worden sind^ ist also die Erdachse der geometrische 
Ort der Parallelkreismittelpunkte. Unter den poljkonischen Projektionen 
giebt es sowohl winkel- als auch flächentreue Entwürfe; femer recht- 
schnittige^ d. h. solche^ bei denen Meridiane und Parallelkreise sich recht- 
winklig schneiden^ ohne dafs die Winkeltreue auch för andere Richtungen 
gilt; endlich solche mit längentreuen Parallelkreisen. 

Zur praktischen Ausnutzung sind im wesentlichen nur die folgenden 
zwei Arten gelangt. 

L Die polykonisohe Projektion des Ooast Snrvey Offioe der Ver- 
einigten Staaten. Denkt man sich das darzustellende Gebiet durch Parallel- 
kreise in schmale Zonen zerteilt und jede derselben auf demjenigen Kegel 
abgebildet; der sie im Mittelparallel berührt; so erhält man zunächst eine 
Abbildung auf ein System von Kegelstümpfen, deren Spitzen in K, K^ 
K^j K^ , . , liegen würden und wovon immer die Basis des einen die obere 
Fläche des nächsten bildet. (Fig. 75.) Schlitzt man alle durch einen 





lig. 76. 



Fig. 76. 



Meridianschnitt auf und wickelt sie ab, so treten die Mantelstücke, wenn 
sie sich im Mittekneridian berühren, gegen ihre Enden hin immer weiter 
auseinander (Fig. 76), geben also keine zusammenhängende Abbildung des 
Kugelgebietes. Nimmt man aber die Streifen sehr schmal, z. B. 1" breit^ 
so klaffen dieselben nach der Abwickelung nicht mehr merklich. Man 
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erhält eine zusammenhängende Bildfläche^ wenn man die Abbildlingsregel so 
ausspricht: um einen Punkt von der geographischen Breite q> und der 
Längendifferenz X gegen den Mittelmeridian abzubilden^ ziehe man einen 
Kreisbogen^ dessen Halbmesser die Seite desjenigen Kegels ist, der die 
Kugel im Parallel 9 berührt {m = tg J, wenn d = 90® — 9). Auf diesem 
Bogen trage man dann vom Mittelmeridian aus den der Längendifferenz l 
entsprechenden Parallelkreisbogen auf; sein Endpunkt ist der gesuchte Bild- 
punkt. Die verschiedenen ParaUelkreise durchschneiden den Mittelmeridian 
in ihren wahren Bogenentfemungen. Einen Mittelparallel giebt es hier 
nicht. Hat man ein Gebiet zwischen den Breiten 9^ und 9» darzustellen 
und sollen die Parallelen q>^^ q>^y q>^ , . ,q>n in den Entwurf aufgenommen 
werden^ so beginnt man mit der Zeichnung des Mittelmeridians, der längen- 
treu eingeteilt wird; von den Teilpunkten aus werden die zugehörigen 
Parallelkreishalbmesser (m = tg <^) polwärts abgesetzt. Die Endpunkte der- 
selben sind die Mittelpunkte der Parallelkreise, die hier natürlich an ver- 
schiedene Stellen des Mittelmeridians fallen, denn die Spitzen der Kegel 
(Fig. 75 und 76) fallen dem Pol immer näher, je höher die geographische 

Breite der zugehörigen Zone 
oder je kleiner d wird. Die 
Parallelkreise werden als- 
dann auch längentreu ein- 
geteilt. Die erforderlichen 
Daten können auch der Tafel 
im Anhang entnommen wer- 
den, müssen aber auf den ge- 
wählten Mafsstab reduziert 
werden. 

Die rechtwinkligen Ko- 
ordinaten Xy y eines Punktes 
2) (Fig. 73), bezogen auf 
den zu seinem Parallelkreise 
gehörigen Mittelmeridian- 
schnittpunkt B als Ursprung, 
erhält man aus (Fig. 73) 

ic = m sin f , 
y = w (1 — cos ?) 

= 2m8in* — • 

Der Winkel f wird aber 
hier durch die Längen- 
differenz X und die Breite q> 
gerade so bestimmt, wie 
S. 86 V = nk aus X und q>Q gefunden wird, d. h. es ist hier ? = X sin 9>. 

Der Winkel f kann deshalb aus der Tabelle VHB des Geogr. Jahr- 
buchs III, S. XLYIII entnommen werden. 




lig. 77. Südamerika in polykoniicher Projektion. 1 : 80 Hill. 
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Sehr umfangreiche Tabellen der ausgerechneten Koordinaten enthalten die 
„Projection tables of the IT. S. Navy^^ herausgegeben vom Bureau of nayigation, 
Washington 1869. Auch bei B. S. Woodward, Smithsonian Geographica! Tables, 
Washington 1894, einem Werke, das nach verschiedenen Seiten für den Karto- 
graphen praktische Bedeutung besitzt, enthalten die Tafebi 19 — 24 diese Koor- 
dinaten für verschiedene MaTsstäbe, darunter Tafel 23 und 24 in metrischem 
Mafse. Tabellen von ähnlicher Anwendbarkeit für echte Kegelprojektionen zu 
berechnen ist unmöglich, weil hierbei die Koordinaten von drei Argumenten 9^, 
(p und il abhängen, während sie bei der poljkonischen Projektion nur von q> 
und il abhängen. 

Fig. 77 giebt ein Netz für Südamerika in dieser Projektion. Man ersieht 
daraus, dafs die Auseinanderzerrung, welche bei der echten, äquidistanten Kegel- 
projektion die äuTseren Parallelkreise trifiPt, hier auf die entfernteren Meridiane 
fällt. Die Projektion hat deshalb vor dieser nur für die Darstellung vorwiegend 
meridional ausgedehnter Gebiete wirkliche Vorzüge. 

Die Konstruktion ist einfach: Wenn der Mittelmeridian eingeteilt ist, zieht 
man durch jeden Teilpunkt eine Senkrechte zu ihm, trägt darauf rechts und 
links die Abscissen x auf und errichtet in deren Endpunkten die Ordinaten y. 
Die Gleichungen zur Berechnung der Yerzerrungswerte dieser Projektion, die 
weder winkel- noch flächentreu ist, haben schon eine etwas verwickelte Gestalt, 
weshalb auf sie nicht weiter eingegangen wird; es folgen nur noch Tafeln der 
2a> und S =^ ah^ die zur Beurteilung genügen. 
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In Wenz' Atlas der Landkartenentwurfslehre (Abb. 26) befindet sich eine 
in dieser Projektion ausgeführte Karte der ganzen Erde. 

2. Als reohtsohnittige oder orthogonale polykonlBOhe Projektion 

bezeichnet man zweckmäfsig die leichte Abänderung der vorigen^ welche 
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Tom englischen War Office (Eriegsministerium) für die Darstellung grofserer 
Teile der Erdoberfläche benutzt wird*). 

Die Parallelkreise werden wie oben aufgetragen; der Mittelmeridian 
ist also langentreu; um aber die dort fehlende Rechtwinkligkeit der Meridiane 
gegen die Parallelkreise herzustellen , wird die längentreue Einteilung der 
ParaUelkreise aufgegeben. Nur der Äquator wird längentreu eingeteilt und 
durch die Teilpunkte werden Kurven gelegt^ die alle Parallelkreise ortho- 
gonal schneiden. Die geometrische Konstruktion der Durchschnittspunkte 
erfolgt^ nachdem der Mittelmeridian eingeteilt ist^ in höchst einfacher Weise. 
Um einen Parallelkreispunkt zu finden^ dessen Längendifferenz gegen den 
Mittehneridian = k ist; hat man in dem Mittelmeridianpunkte desselben 
Parallels eine Senkrechte von der halben Länge des betreffenden Parallel- 
kreisbogens zu errichten^ also PT = ~rX cos <p (r = Erd- 
halbmesser); und von deren Endpunkte aus mit derselben 
Länge TB in den Parallelkreis einzuschneiden; so erhält 
man den gewünschten Punkt B. (Fig. 78.) Der Beweis 
dieser Konstruktion ist elementar nicht zu f&hren, daher 
wird darauf und auch auf die Yerzerrungsgleichungen 
nicht eingegangen. Das Netzbild unterscheidet sich nur 
wenig von dem der ersten polykonischen Projektion. 
Trotz der Rechtschnittigkeit der Netzlinien ist die Projektion nicht winkel- 
treu; aber auch nicht flächentreu. 




Fig. 78. 
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1) Die ausführliche Entwickelung findet sich im Journal of the R. Geogr. Society, 
Yol. XXX, p. 106, 1860; vgl. auch Tissot-Hammer, S. 161. 
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8. Die preufsisohe Folyederprojektion. Die Karte des Deutschen 
Reichs in 1 : 100 000, zu der seit 1878 die von der Kgl. Preufsischen 
Landesaufiiahme herausgegebene Generalstabskarte erweitert worden ist^ und 
nach ihr die Spezialkarte der Österreich-Ungarischen Monarchie in 1 : 75000, 
femer die Carte de la France, dressee par le service vicinal 1 : 100000, die 
seit 1884 in 1 : 50000 erscheinende Mapa de Espaäa^ die Garta del Begno 
dltalia in 1 : 100000, sind als Gradabteilungskarten entworfen; d. h. 
man denkt sich das darzustellende Gebiet durch Meridiane und Parallelkreise 
in so kleine Trapeze geteilt, dals die Abbildung eines derselben in dem 
gewählten Mafsstabe auf einem handlichen Blatte Platz findet. Bei der 
Karte des Deutschen Reichs, der von Osterreich-Üngam und Frankreich 
gehören je acht Blätter oder Sektionen zu einem Gradfelde. Jedes Blatt hat 
demnach 15 Breitenminuten Höhe und 30 Längenminuten in der Breite; 
bei der Karte von Spanien entfallen 18 Sektionen von je 10 Breitenminuten 
in Höhe und 20 Längenminuten in Breite auf ein Gradfeld, und die 
itaUenische Karte vereinigt je sechs Sektionen Ton je 20 Breitenminuten in 
Höhe und 30 Längenminuten in Breite zu einem Gradfelde. 

Die gleichfalls yeröffentLichten Originalaufnahmen der Karte des 
Deutschen Reichs, die Mefstischblätter in 1 : 25000, haben eine Höhe Ton 
6 Breitenminuten und eine Breite yon 10 Längenminuten; je 15 Blätter 
entsprechen zwei Sektionen der Karte in 1 : 100000. In beiden Malssiaben 
sind die Trapeze so klein, dafs sie auch in der Natur als ebene Vierecke 
angesehen, bez. mit einer durch ihre vier Eckpunkte gelegten Ebene zu- 
sammenfallend betrachtet werden können. Man kann sich die Punkte von 
der schwach gewölbten Fläche auf die Ebene etwa durch kurze Perpendikel 
übertragen denken. Handelt es sich um ein grofses Land, das aus sehr 
vielen solchen Trapezen zusammengesetzt wird, so erhält man eigentlich 
eine Projektion auf das Polyeder (Vielflächner), welches von den durch 
sämtliche Netzschnittpunkte gelegten Ebenen begrenzt ist; woher der Name. 
Dabei verzichtet man streng genommen auf das genaue Aneinanderpassen 
der Blätter, und man kann in der That das ganze Land nicht als ebene 
Abbildung aus den Sektionen zusammensetzen. Allein wo es sich nur um 
eine beschränkte Zahl von Nachbarsektionen handelt, sind die Abweichungen 
der Begrenzungslinien der Blätter so gering, dafs sie von den zufälligen 
Unregelmäfsigkeiten in der Zusammenziehung des Papiers beim Druck weit 
übertroffen werden, und ein Aneinanderpassen von vier, neun oder selbst 
noch mehr Blättern keine Schwierigkeit hat. Am besten fafst man die 
Projektion einer jeden Zone als eine echtkonische auf, entweder auf einen 
im Mittelparallel berührenden oder auf einen in zwei Parallelen des Trapezes 
schneidenden Kegel; dann lassen sich wenigstens alle Blätter einer Zone 
mathematisch genau aneinanderpassen und die Grenzmeridiane werden streng 
gerade Linien, die Grenzparallelen Kreisbogen. Die Länge dieser Grenz- 
linien erhält man aus Wagners Tafel im Geogr. Jahrbuch HI (1870) 
S. XXXTTT u. XXXIY, verkürzt in der zweiten und dritten Kolumne s. Anhang, 
oder aus den für kleinere Litervalle gegebenen von Jordan, in dessen Hand- 
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buch der Vermessungskunde, 11, S. 490. Die Tafeln von Wagner, S. XLIV, 

sowie die fünfte Kolumne obengenannter Tabelle geben auch die Halbmesser 

der Parallelkreisbogen für diese Projektion. 

Da diese Kreisbogen in den genannten 
A Mafsstäben aufserordentlich schwach gekrümmt 

sind, so kann man sie nicht mittels Zirkels 
ziehen, sondern muTs sie mit Koordinaten auf- 
tragen. Zu diesem Zwecke kann man sich 
entweder des auf S. 87 auseinandergesetzten 
Verfahrens bedienen oder des folgenden ganz 
allgemein zur Konstruktion flacher Kreise dien- 
lichen. Setzt man (Fig. 79): 

AC=BC = R, 

so folgt aus den ähnlichen Dreiecken BDE 
= (BDF) und ADE: 

y : X = x: 2R — y. 

Wenn, wie dies bei Kreisen von so 
grofsem Halbmesser und bei Betrachtung so kleiner Stücke des Kreises immer 
der Fall ist, y nur einen sehr kleinen Bruchteil von R bildet, so kann man 
es neben 2R vernachlässigen und 




y 






setzen, wonach zu einer beliebig gewählten Abscisse x^ die von der Mitte des 
Bogens aus auf der Tangente zu zählen ist, die zugehörige Ordinate y sich 
ergiebt. Wenn man diese Eechnung für eine genügende Anzahl von Abscissen 
(z. B. beiderseits 5) ausfahrt, so erhält man genügend viele Punkte des Kreis- 
bogens. Wie flach derselbe ist, geht daraus hervor, dafs im Mafsstabe von 
1 : 100000 die Ordinaten der Eckpunkte, oder, was dasselbe ist, die Pfeilhöhe 
des ganzen Grenzkreisbogens nur 0,1 mm beträgt, demnach so gering ist, dals 
man die Linien wie gerade ausziehen kann. 

In der That werden auch auf den Mefstischblättem der preufsischen Landes- 
vermessung die oberen und unteren Grenzlinien als Geraden ausgezogen und der 
geringe EinfluTs der Krümmung nur bei Eintragung der trigonometrischen Punkte 
berücksichtigt^). Hinsichtlich der Deformationsverhältnisse kann jede Sektion 
als völlig Winkel-, flächen- und längentreu, d. h. als grundriTsgetreu in prak- 
tischer Hinsicht angesehen werden, weil das auf ihr dargestellte Stück der Erd- 
oberfläche sich so gut wie gamicht von der Ebene unterscheidet. 



1) Vgl. Instruktion f. d. Topographen der E. Prenfs. Landesau&ahme. Heft I, 
§ 138 und 146. 
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IL Projektionen auf den Cylindermantel. 

Siebentes Kapitel. 
Die geometrisch einfach definierten oder wahren Cylinderprojektionen. 

(w = 0, s. S. 24.) 

L Einleitung. 

1. Allgemeines. Die Cylinderprojektionen bilden den zweiten Orenz- 
fall der konischen Projektionen^ indem bei normaler Lage bei ihnen die die 
Gröfse der Meridianschnittwinkel auf der Karte bestimmende Konstante n 
den Wert erhalt^ so dafs die Meridiane sich erst in der Unendlichkeit 
schneiden^ also als parallele Geraden abgebildet werden; demzufolge wird 
auch der Halbmesser der Parallelkreise unendlich grofs^ diese somit parallele 
Geraden, und die schon früher gegebene Definition (S. 25) lautet: Normale 
cylindrische Kartenprojektionen heifsen jene Abbildungen der Kugeloberfläche 
auf die Ebene, deren Meridiane sich als parallele Geraden darstellen und 
deren Parallelkreise ebenfalls als parallele Geraden abgebildet werden, die 
die Meridiane rechtwinklig schneiden. Für nichtnormale Projektionen mufs 
diese Definition eine sinngemäfse Änderung erfahren, indem anstelle der 
Meridiane die Hauptkreise, und anstelle der Parallelkreise die Horizontal- 
kreise treten. Während die normalen cylindrischen Projektionen ebenso 
wie die konischen ohne weiteres äufserlich erkennbar sind — ihre Grad- 
felder sind entweder Rechtecke oder Quadrate — , ist dies bei den nicht- 
normalen nicht möglich (s. S. 85). 

Des Verständnisses wegen empfiehlt es sich, von dem Berührungs- 
cylinder auszugehen, der nach früheren AusfQhrongen die Erdkugel im 
Äquator berührt. Für die Meridiane ist damit bereits das Abbildungsgesetz 
gegeben; man denke sich durch die Erdachse und die Meridiane Ebenen 
gelegt und zum Schnitt mit dem Cylindermantel gebracht. Nun werde der 
Mantel längs einer Erzeugenden — eines Meridianbildes — aufgeschnitten 
und abgewickelt; die Meridiane erscheinen als parallele Geraden: sie werden 
halbiert durch den sie senkrecht schneidenden Äquator, der, weil auf den 
Berührungscylinder projiziert, längentreu wird. Auf ihm stehen also auch 
alle Meridiane im wahren Abstände von einander. Nach welchem Gesetze 
nun auch die Parallelkreise auf den Mantel übertragen werden mögen, das 
eine steht bereits fest, dafs sie alle gleich grofs abgebildet werden, und 
zwar so grofs wie der Äquator. Da nun die Parallelkreise polwärts ab- 
nehmen und der Pol selbst nur ein Punkt ist und doch als eine Gerade 
von der Länge des Äquators abgebildet wird, so folgt daraus, dafs cylindrische 
Projektionen sich nur für Zonen oder Flächen Ton mäfsiger Breitenausdehnung 
empfehlen. Eine zweite Folgerung ist die, dafs für das Halbmessergesetz 
der Parallelkreise, das bisher in Funktion der Poldistanz ausgedrückt worden 
ist, diese eben wegen der Abbildung des Poles als Gerade nicht mehr ge- 
eignet ist und daher durch die geographische Breite (Äquatordistanz) zu 

ZOpprits, Kartcnentwurfslehre. 2. Aufl. von Bladau. I. 9 
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ersetzen ist^ so dafs auch richtiger vom Gesetze der Parallelkreisabstände 
vom Äquator gesprochen wird, das fortan durch y = f(ip) bezeichnet 
werden soll. 

Dadurch, dafs der im Äquator berührende Cjlinder als Projektionsfläche 
gegeben ist, ist zwar über die Abbildung der Meridiane bereits verfügt, 
indes noch nicht über die der Parallelkreise. Das der Azimutalilät (und 
Zenitalität) entsprechende Prinzip ist hier das, dafs alle gleichweit vom 
Äquator bezw. Pole entfernten Punkte der Kugel auch auf der Karte ent- 
sprechend abgebildet werden, woraus der Parallelismus und die Oerad- 
linigkeit der Parallelkreise folgen; allein über den Abstand derselben vom 
Äquator ist damit noch nichts besonderes bestimmt. Derselbe ergiebt sich 
erst aus den weiteren Anforderungen, denen die Abbildung genügen solL 
Dieselben sind wie auch sonst die der Mittabstands-, Flachen- und Winkel- 
treue. Während über die Bedeutung der letzteren beiden kein Zweifel 
bestehen kann, ist die Mittabstandstreue hier dahin zu verstehen, dafs auf 
der Karte von der Mittellinie, die im Falle der normalen La^e der Äquator ist, 
alle senkrecht zu ihr verlaufenden Linien den entsprechenden der Kugel gleich 
sind. In normaler Lage werden daher die Meridiane längentreu abgebildet, 
und so lange auf den Berührungscjlinder projiziert wird, auch der Äquator. 

Für Zonen gröfserer Breitenausdehnung, deren Abbildung auf den Be- 
rührungscjlinder zu grofse Verzerrungen Hefem würde, läfst sich diesem 
Übelstande durch Anwendung eines passend gewählten Schnittcylinders 
begegnen, so dafs statt des Äquators zwei Parallelkreise längentreu ab- 
gebildet werden. 

Bei den normalen Projektionen gestalten sich sowohl Berechnung als 
auch Zeichnung sehr einfach, weil eben Meridiane uud Parallelkreise gerad- 
linig abgebildet werden. Daher genügt es, für einen Meridian die Schnitt- 
punkte der Parallelkreise und für einen Parallel die Schnittpunkte der 
Meridiane zu bestimmen. 

2. Bereolinnng und Konstraktion niohtnormaler Projektionen ^). An- 
stelle der Meridiane und Parallelkreise treten die Haupt- und Horizontal- 
kreise; den Äquator vertritt der Horizontalkreis, der zugleich ein gröfster 
Kreis ist; er wird Grundkreis genannt; Nord- und Südpol werden durch die 
Hauptpunkte g>Q und — <Pq ersetzt^ die vom Grundkreise je 90^ entfernt sind. 
Wie der Verlauf des Grundkreises, der ja eine Orthodrome ist, bestimmt 
wird, ist bekannt (s. S. 11). Man sucht alsdann einen für den abzubildenden 
Teil der Erdoberfläche geeignet gelegenen Hauptkreis aus, dessen Schnitt- 
punkt mit dem Grundkreise der Ursprung der zu berechnenden Koordinaten 
wird. (Alle Hauptkreise schneiden den Grundkreis rechtwinklig, wie die 
Meridiane den Äquator.) Auf dem gewählten Hauptkreise ist nun die Lage 
der Hauptpunkte g>Q und — ^^ in geographischen Koordinaten zu bestimmen. 

Ist die Lage des Schnittpunktes des Grundkreises mit dem gewählten 
Hauptkreise in geographischen Koordinaten A, q> festgestellt, so kann die Lage 

1) Es empfiehlt sich hier noch mehr wie bei den nichtnormalen Eegelprojektionen, 
den Globus zur Veranschaulichung zu Hilfe zu nehmen. 
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der Hauptpunkte bestimmt werden. Ist a das Azimut des Grundkreises in 
dem Schnittpunkte^ so ist das Azimut des Hauptkreises a = 90^ — a, und 

in dem sphärischen Dreieck MNP (Fig. 80) 
sind, wenn M der Schnittpunkt, N der 
Nord- (bez. Süd-)Pol, P ein zu bestim- 
mender Hauptpunkt ist, bekannt: 
die Seite MN= c = 90® — 9, 
die Seite MP = 5 = 90®, 

und der von b und c eingeschlossene Winkel 

a'y aus denen der Winkel ß, der Längen- 

Fig. 80. unterschied zwischen M und P, und die 

Seite a, der Polabstand des Punktes P 

von N berechnet werden können^), so dafs P der Lage nach durch y^, X 

bestimmt ist. Es ist 

h — c , b — c 

C08 — ^ 8in -31- 

woraus sich ß ergiebt, und NP= a wird gefunden aus: 

a b — c oc' . b — c 

008 — • cos — - — cos — • Bin — - — 

a 2 2 j . a 2 2 

cos - = 3-j- oder sm - = 5 

2 -p + y 2 .p — y 

am »^ ' * Bin ^— r— 

2 2 

Mit P ist gleichzeitig auch die Lage des zweiten Hauptpunktes (des 
Gregenpoles) bestimmt. Die beiden Punkte haben die Breite tpQ und — 9^. 
Nun bestimme man die für das zu zeichnende Gebiet erforderlichen Netz- 
schnittpunkte und berechne für diese die azimutalen Koordinaten a, 8 von 
den Hauptpunkten 9^ und — q>Q aus derart, dafs der Grundkreis die Grenze 
für jede Berechnung bildet*). Sind die a, 8 für die erforderlichen Punkte vor- 
handen, so bildet man, da bei den normalen Gylinderprojektionen der Äquator- 
abstand oder die Breite 9 anstelle des Polabstandes 8 tritt, zunächst für 
jeden Netzpunkt den Abstand vom Grundkreise ri = 90° — J, der der Breite <p 
der normalen Lage entspricht. Die ij auf der einen Seite des Grundkreises be- 
zeichnet man praktisch mit -f-, die auf der anderen mit — (wie q> und — 9). 
Bei normalen Gylinderprojektionen zählt man die Meridiane von einem 
beliebigen Meridiane Xq aus nach 0. oder W., wobei man am Äquator 
sowohl als auch an den Polen zählen kann. Hier werden die den Werten X 
entsprechenden Werte a vom Hauptpunkte oder auf dem Grundkreise von 
dem schon erwähnten Hauptkreise (S. 130) aus gezahlt, dessen Schnittpunkt 
mit dem Grundkreise den Ursprung der Koordinaten Xy y bilden soll. Ist 
das Azimut dieses Hauptkreises im Hauptpunkte q>Q gleich u^y so erhält 
man die den Werten X der normalen Projektion entsprechenden Werte g 
dadurch, dafs man aUe übrigen a von a^ subtrahiert. Bezeichnet man jedes 

1) Hammer, Trigonometrie. S. 446 ff. 2) Es ist nur nötig, die a, 8 für 9^ 
zu berechnen, da dießelben unter Berücksichtigung der Vorzeichen auch f^r — 9^ 
gelten. Vgl. Hammer, Eartenpr. S. 119 ff., wo durchgeführte Beispiele gegeben sind. 

9* 



132 



Zweiter Abschnitt. 



a^ — a = -]- g (ofQ > a\ und jedes a — cCq = — S (« > ccq\ so wird dadurch 
gleich die Lage der Punkte auf einer bestimmten Seite des Hauptkreises be- 
zeichnet^ wie sie im normalen Falle der östlichen und westlichen Länge ent- 
spricht. Für die Seite des Hauptpunktes — (p^ ist entsprechend zu verfahren. 

Diese Koordinaten ^^ ij entsprechen den Koordinaten l, 9 der normalen 
Projektion und können für alle Arten von Gylinderprojektionen auf den- 
selben Orundkreis benutzt werden; sie werden also auch auf dieselbe Weise 
in die rechtwinkligen Koordinaten Xy y umgewandelt; wie die Xy 9>; für 
letztere bildet der Äquator die Z- Achse, der Anfangsmeridian die F-Achse, 
die bei den ly m durch den Grund- und Anfangshauptkreis ersetzt werden. 

Bei der transversalen Projektion ist die Berechnung etwas einfacher, da 
der Grundkreis ein Meridian, der Äquator der Anfangshauptkreis ist. Das 
Netz besteht alsdann aus vier symmetrischen Teilen, so dafs nur für einen 
Quadranten die $, ij aus 9^ =- 0^ zu bestimmen sind. 

8. Verzemingsyerhältnisse. Aus den Ausführungen auf S. 130 folgt, 
1) dafs wie bei allen anderen geometrisch einfach definierten Projektionen 
die Achsen der Indikatriz in die Bichtungefi der Haupt- und Horizontal- 
kreise fallen, und 2) dafs wie bei den konischen Projektionen die Gröfse 
der Verzerrungen nur von der Ausdehnung der Karte in der Bichtung 
der Hauptkreise abhängt, während die Ausdehnung in der Horizontal- 
kreisrichtung beliebig grofs sein kann. Die Horizontalkreise sind auch hier 
Linien gleicher Verzerrungen. 

2. Gylinderprojektionen mit l&ngentreuen Hauptkreisen. 

1. Die mittabstandstrene (Kquidistante) Oylinderprojektion mit längen- 
trenem Äquator oder die qnadratiBOhe Flattkarte. (Fig. 81.) Diese 
Projektion entspricht der azimutalen mit dem Halbmessergesetz f{i) «= arcd 

und der einfachen mitt- 
abstandstreuen Eegel- 
projektion mit dem 
Halbmessei^esetz 
w = tg Äq — arc e. 

Man erhält sie, wenn 
man den Cylinder im 
Äquator berühren läfst 
und alle Parallelkreise 
in ihren wahren Bogen- 
abständen vom Äqua- 
tor einträgt. Da der 
Äquator sich als gerade 
Linie in seiner wahren 
Länge abwickelt, so 
wird das Netz bei 
Voraussetzung vollkommener Kugelgestalt der Erde ein Netz von Quadraten, 
deren Seite gleich dem betreffenden Teile des Erdumfanges ist; also wenn 




Fig. 81. Mittabstandstreae Cylinderprojektion (Plattkarte). 1 : 120 Hill. 
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die Netzlinien von 6rad zu Grad gezogen werden sollen, gleich dem 360. Teile 
des Erdumfanges = 111,31 km. Die rechtwinkligen Koordinaten eines be- 
liebigen Punktes (A, g>) sind, wenn die X-Achse mit dem Äquator und die , 
Y-Achse mit dem Mittel- oder Nullmeridian zusammenfällt, gegeben durch 

X = arc A, y = arc g>. 

Yerzerrungsyerhältnisse. Wegen der Längentreue der Meridiane ist 

h =^ 1] ein Eartenparallel verhält sich zum entsprechenden Eugelparallel wie 

2r« 1 1X7 

_ s— sec Qp; also ist Ä; = sec op. 

2r9rco89 coßqp ^' ^ 

Da sec 9 > 1, so ist a = Ä = sec 9, fe = ä = 1, /S = sec g>, 

a — b 1 — cos Gp , « <p 

sm » = — r-x = 7-n = tg' -^ . 

a + 1 + cos (f ® 2 



Tafel der Verzerrungen fOr die quadratische Plattkarte. 



q, « 


±0<> 


±16<> 

1,035 
1,000 
1,035 


8<>14' 
1,155 
1,000 
1,155 


±46<> 


± 60<» 


±76« 

72<>9' 
3,864 
1,000 
3,864 


4- 90» 


2fi) 

a 

b 

8= ab 


0^0' 
1,000 
1,000 
1,000 


19<>45' 
1,414 
1,000 
1,414 


38^57' 
2,000 
1,000 
2,000 


180^0' 

00 
1,000 

00 



Aus der Tafel geht hervor, dafs sich die Anwendung dieser Projektionsart trotz, 
der grofsen Einfachheit der Konstruktion nicht für Karten von mehr als etwa 
15^ Breitenausdehnung zu beiden Seiten des Äquators empfiehlt. Denn in höheren 
Breiten wird die Karte natürlich bald zunehmend imgenau, weil die Parallel- 
grade von konstanter Länge bleiben, während sie in Wirklichkeit zum Pol bis 
auf Null abnehmen. Die quadratische Plattkarte ist hauptsächlich geeignet zur 
Einzeichnung von Routenaufaahmen für Reisende in Gegenden niedriger geogra- 
phischer Breite. Marinus (lOO n. Chr.) soll ihr Erfinder sein. 

Wenz' Atlas der Landkartenentwurfslehre, München 1885, enthält eine 
völlig ausgeführte Erdkarte in dieser Projektion, auf die verwiesen wird. 

2. Die GaBsini-Soldnersohe Projektion oder Transversalplattkarte. 
Läfst man den Cylinder in einem Meridian berühren, so erhält man imter 
Beibehaltung des Abstandsgesetzes der vorstehend behandelten Projektion die 
Cassini-Soldnersche, die C&ar Fran9ois Cassini de Thury (1714 — 1784) der 
grofsen Karte von Frankreich zu Grunde legte, die von ihm begonnen und 
von seinem Sohne Jean Dominique Cassini 1793 vollendet wurde. Später 
hat sie Soldner für den topographischen Atlas des Königreichs Bayern ver- 
wandt, und auch den altem Generalstabskarten von Württemberg und Baden 
sowie der 1816 begonnenen Kurte von Österreich-Ungarn liegt sie zu Grunde. 
Wie aus dem vorhergehenden sich ergiebt^ eignet sie sich besonders für 
Gebiete, die in der Richtung eines Meridians lang hingestreckt sind; für 
eine Karte von Chile würde sie vorzüglich geeignet sein. 

Soweit diese Projektion für Karten grofsen Mafsstabes, wie es die erwähnten 
sind, in Frage konunt, beruht ihre Berechnung und Konstruktion auf geodätischen 
Operationen, die nicht hierher gehören. Wül man sie für Atlaskarten imd ähn- 
liche verwenden, so hat man die azimutalen Koordinaten a, S für {pQ = 0^ in 
die Koordinaten |, rj umzurechnen, wobei nur darauf zu achten ist, dafs ein 
Wert X auf der Karte dem Werte 90® — X in der Tafel der a, d entspricht, was 
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nicht weiter begründet zu werden braucht^). Aus den J, rj berechnet man die 
Koordinaten rr, ^, wie bei der quadratischen Plattkarte: 

a; = arc I, y = arciy. 

Der geradlinig abgebildete Mittel-(Null-)Meridian ist X-Achse, der gerad- 
linige Äquator Y-Achse. Also was von der quadratischen Plattkarte gesagt 
ist, gut nun entsprechend auch von dieser Projektion. Der Name „Transversal- 
plattkarte^^ gilt nur in Rücksicht auf das gedachte Netz der Haupt- und 
Horizontalkreise, das wie das Netz der quadratischen Plattkarte aussehen wurde. 
Für Atlanten scheint die Projektion noch nicht angewendet worden zu sein. 

Das Gesetz der quadratischen Plattkarte kann natürlich auch für schief- 
achsige Cylinder verwertet werden. 

8. Die mittabstandstreue Gylinderprojektion mit zwei läagentreueii 
Farallelkreisen oder die reohteokige Flattkarte. Diese Projektion ist 
früher vielfach sowohl für See- als auch Landkarten benutzt worden, weil sie 
leicht konstruierbar ist. Der das darzustellende Gebiet halbierende ParaUelkreis 
wurde dabei längentreu abgebildet. Der mathematischen Entwickelung wegen 
soll die Projektion aber hier so dargestellt werden, dafs sie für den ganzen, die 
Erdkugel in zwei Parallelkreisen schneidenden Cylinder gilt. 

Während die quadratische Plattkarte der einfachen Eegelprojektion 
mit längentreuen Meridianen und dem längentreuen Berührungsparallel ent- 
spricht, kann die rechteckige Plattkarte der de l'Isleschen Eegel- 
projektion gegenübergestellt werden. Die quadratische Plattkarte kann 
bei normaler Lage nur für Gebiete von kleiner Breitenausdehnung benutzt 
werden, also bei transversaler nur bei geringer Längenerstreckung. Soll für 
eine breitere Zone trotzdem die Flattkarte angewandt werden, so empfiehlt 
es sich, statt des Berührungs- den Schnittcylinder zu wählen. Geht man 
auch hier zunächst von der normalen Projektion aus, so wird man als 
Schnittlinien zwei Parallelkreise wählen, die, zu beiden Seiten des Äquators 
gelegen, ungefähr je in der Mitte zwischen diesem und dem nördlichen 
und südlichen Grrenzparallel des abzubildenden Gebietes liegen. Diese beiden 
Parallelen, von gleicher Breite oder Äquator distanz, seien g)^ und — y^. 
Sie werden, da der Cylinder in ihnen die Erde schneidet*), längentreu ab- 
gebildet; ihre Länge ist somit 2r7t cos g>Q oder (arc 360®) cos g>Q. Ein Teil, 
der sich durch X Längengrade erstreckt, erhält die Gröfse arc k cos (p^. Alle 
andern Parallelkreise werden diesen beiden gleich, woraus folgt, dafs alle 
innerhalb der Zone 9)q bis — 9)q gelegenen, also auch der Äquator, eine 
Verkürzung, aUe aufserhalb der Zone gelegenen eine Verlängerung 
gegen ihre wahre Gröfse erfahren. Diese Längenänderung hängt ganz von 
der Wahl der Parallelkreise g>Q = — ^o ^^; ^- ^' ^^^ ^®°^ Werte cos ^q. 
Dieser Wert, der für jede einzelne Projektion konstant ist, möge auch mit 
n bezeichnet werden, darf aber nicht mit der Eonstanten n der Eegel- 
projektionen verwechselt werden. 

Der Mittelmeridian wird längentreu eingeteilt, durch die Teilpunkte 
die Parallelkreise gezogen. Die Parallelen g>Q und — q>Q werden auch 
längentreu eingeteilt, indem vom Mittelmeridian aus auf ihnen die Meridian- 

1) Eine Tafel of, d für q)^ = 0, s. bei Hammer, Kartenpr. Anhang. 

2) Sydow-Wagner, Method. Schulatlas BI. 4. 



2. Cylinderprojektionen mit längentreuen Hauptkreisen. 
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abslmide = arc X cos ^q aufgetragen werden. Die alsdann entstehenden 

Netzmaschen sind Rechtecke, die vom Quadrate um so mehr abweichen, je 

gröfser q)Q ist, oder je kleiner n = cos g)Q ist. 

Yerzerrungsverhältnisse. Auf den längentreuen Meridianen ist ^ = 1. 
Jeder Parallelkreis hat die Länge 2r7t cos 9)q. Es sei nun g> ein Parallel, der 
zwischen ^q und — q>Q liegt; damit ist g> <. g>Q^ also cos 9 > cos cpQ, Es ver- 
hält sich der ,,. , „ , 

Kartenparallel 9 cos 9^, , 

Eugelparallel (p cos 9 



Da cos g> > cos 9q, so ist Ä < 1, woraus folgt 
a = Ä=l, und b^k^^^^-^ = 



n 



Femer ist 



sm 00 = 



a — b 



cos q> cos q> 

cos 9 — cos 9^ 



<i. 



a + ^ cos 9 -|- cos 9^ 



Liegt dagegen der Parallel 9 aufserhalh der Zone g>Q his — 999 ^^ ^^^~ 

hält sich der ^ . „ , 

Aartenparallel 9 cos 9^^ 

Kugelparallel 9 cos 9 

cos OD 

Da nun aber 9 > 907 so ist cos 9 < cos 9q, folglich ~ = ä > 1, also 

>._._ cos (p 

' cos 9 

a — b cos 9ft — cos 9 
sin CO = — -— - = z» — z. 

a + cos 9,, + cos 9 

Ä = a& = 52L?. 
cos 9 
in beiden Fällen. 

Wollte man die rechteckige Plattkarte in transversaler Lage anwenden, so 

hätte man zunächst den Abstand der beiden Horizontalkreise tjq und — i/q, die 

zu Seiten des Berührungsmeridians (Grundkreises) liegen und längentreu sein 

sollen, von diesem aus zu bestinmien imd alle Werte | mit n = cos tjq zu 

multiplizieren, um die Koordinaten zu erhalten. 



Tafel der Verzerrungen der rechteckigen Plattkarte mit den längentreuen 
Parallelkreisen 45® n. und s. Br. n = cos 45® = 0,7071. 



9 = 


±0« 


4- 16^ 


± 30° 


+ 45^ 


4- 60« 


± 750 


4- 90« 


2a> 
a 
b 

S 


19H5' 
1,000 
0,707 
0,707 


17® 48' 
1,000 
0,732 
0,732 


11® 36' 
1,000 
0,816 
0,816 


0®0' 
1,000 
1,000 
1,000 


19® 45' 
1,414 
1,000 
1,414 


55® 18' 
2,732 
1,000 
2,732 


180® 0' 

00 
1,000 

00 



Tafel der Verzerrungen der rechteckigen Plattkarte mit den längentreuen 
Parallelkreisen 20® n. und s. Br. n = cos 20® = 0,9397. 



9 = 


4-0« 


4-6« 

3® 21' 
1,000 
0,943 
0,943 


4-10« 


± 15« 


4- 20« 


±26« 


± 30« 


±35« 


+ 40« 


2(0 
a 
b 
8 


3® 34' 
1,000 
0,939 
0,939 


2® 41' 
1,000 
0,954 
0,954 


1®35' 
1,000 
0,973 
0,973 


0®0' 
1,000 
1,000 
1,000 


2® 5' 
1,037 
1,000 
1,037 


4® 41' 
1,085 
1,000 
1,085 


7® 52' 
1,147 
1,000 
1,147 


11® 41' 
1,227 
1,000 
1,227 



Eine rechteckige Plattkarte der ganzen Erde, in der 90 == 45® ist, befindet 
sich in Wenz' Atlas. 
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3. Fläclieiitrene Cylinderprojektionen. 

L Lamberts fläohentreue oder isooylindriBChe Projektion mit längen- 
treuetn Äquator. Der Flächeninhalt der Eugeloberfläche ist = Ar^jc, 
die Mantelfläche eines geraden Cylinders ist Jtf »= 2r7chy worin r der Halb- 
messer seiner ämndkreise ist. Soll der im Äquator berührende Cylinder, 
dessen Grandkreise somit den Erdhalbmesser zum Halbmesser haben^ in 
seiner Mantelfläche der Kugeloberfläche gleich sein^ so ist zu setzen 

M= = 2r%h = 4r*jr. 

Daraus folgt die Höhe des Cylinders h = 2r. Der Kugeloberflache 
entspricht somit die Mantelfläche eines gleichseitigen oder quadratischen 
Cylinders ; der zum Durchmesser den Kugeldurchmesser hat. Es soll nmi 
nicht nur für die Oesamtfläche^ sondern auch für kleinste Teile des Mantels 
Flächentreue vorhanden sein. Es ist selbstredend, dafs die Meridiane wie 
bei der Plattkarte abgebildet werden^ sonach ist noch der Äquatorabstand 
der Parallelkreise zu bestimmen. Eine von zwei beliebigen Parallelkreisen 
q>^ und 92 eingeschlossene Kugelzone mufs auf dem Cylindermantel als 
gleich grofser Streifen abgebildet werden. Die Oberfläche einer Zone ist 
gleich einem geraden Cylindermantel, welcher den gröfsten Kugelkreis zur 
Orundfläche und die Höhe der Zone zur Höhe hat: 

Z=2rjrÄ. 

Die Höhe der Kugelzone q>^ bis q>^ ist gleich dem unterschiede der 

Äquatorabstände der Parallelkreise q>^ und q>^y und diese Abstände sind, 

bei r = 1, 

A^ s= sin q>^y A^ = sin q>^y 
also 

h = A^ — A^ = sin q>^ — sin q>^ 5 

allgemein also ergiebt sich der Abstand eines Parallels q> vom Äquator zu 
^ = sin 9; und die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes A, q> lauten: 

X = arc A, ^ = sin q). 

Auch geometrisch lafst sich diese Projektion konstruieren: Man projiziert 

die Parallelkreise auf den im Äquator J.Q berührenden 
GyUnder Z F, indem man ihre Ebenen bis zum Schnitt 
mit letzterem ausdehnt; die Äquatorabstftnde AP sind 
gleich dem Sinus der Breite. Schon der Anblick der 
Figur 82 lehrt, dafs den Polen zu die Parallelkreis- 
bilder immer näher zusammenrücken, also die Gestalt 
der Netzvierecke der Natur immer unähnlicher, der 
Pol selbst durch eine Gerade abgebildet wird. Auch 
diese Projektion ist deshalb nur f&r dem Äquator 
benachbarte Zonen empfehlenswert. 

Die Verzerrungsverhältnisse werden wie 
folgt bestimmt. Da auf den Berührungscylinder im 
Äquator projiziert wird, so wird dieser längentreu 
abgebildet (n === cos 0® = l). Auch die übrigen Parallelkreise erhalten somit 
die Länge des Äquators = 2r7r, werden daher vergröfsert. Es verhält sich ein 




.._i iJSti 



P' 




Fig. 82. 
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Eartenparallel 9 , 2 tä 

Eugelparallel tp 2 r« cos 9 cos 9 



= = sec 0), 



und da Flftchentreue vorhanden, so ist ^ = cos 9, woraus folgt, dafs 

a sss A; = sec 9, ft = ä = cos 9, 

was auch der Figur 82 ohne weiteres entnommen werden könnte. Femer ist 

a — b 1 — cos' 9 



sm 00 = 



a 4" ^ 1 + cob" 9 

sin m 



Setzt man letztem Ausdruck in tg o» = 
Berechnimg von 00 die bequemere Form 



yi — sin* m 



ein, so erhält man zur 



tg » = Y sin 9 tg 9. 



Tafel der Verzerrungen fOr Lamberts flächentreue Cylinderprojektion mit 

längentreuem Äquator. 



9 =» 


±0^ 


±16« 


± 80« 


±46« 


± 60« 


±75« 


±90« 


2fi) 
a 
h 

S 


0<>0' 
1,000 
1,000 
1,000 


3^58' 
1,035 
0,966 
1,000 


16^ 26' 
1,155 
0,866 
1,000 


38» 57' 
1,414 
0,707 
1,000 


73<>44' 
2,000 
0,500 
1,000 


121<>57' 
3,864 
0,259 
1,000 


180<>0' 

00 
0,000 
1,000 



Es steht natürlich einer Anwendung dieser Projektion in nichtnormaler 
Lage nichts entgegen. Will man dieselbe z. B. in trajisversaler Lage anwenden 
(Fig. 84), so gestaltet sich die Berechnung der Koordinaten zunächst genau so, 
wie bei der Cassini-Soldnerschen Projektion, d. h. die £, 17 gelten auch zunächst 
f&r diese. Da hier der Berührungsmeridian längentreu, und alle ihm parallelen 
Horizontalkreise in gleicher Länge mit ihm abgebildet werden, so bleiben auch 
die a; -Werte wie dort ungeändert, wogegen die Abstände der Netzpunkte vom 
Berührungsmeridian durch f (rf) = sin tj =^ y gegeben sind. 

Die normale flächentreue Cylinderprojektion rührt wie die flächentreue 

azimutale von dem 
schon 5fter erwähnten 
deutschen Mathematiker 
J. H. Lambert her. 
Liwieweit sie zur prak- 
tischen Anwendung ge- 
kommen ist, läfst sich 
kaum beurteilen; denn 
erst gegenwärtig bürgert 
sich der gute. Brauch 
ein, auf Karten und in 
Atlanten die angewen- 
dete Entwurfsart anzu- 
geben. Lamberts Cy- 
linderprojektion dürfte 
wohl nur für schmale 

Fig. 88. Lamberts ftqnlyftlente Cylinderprojektion. 1:120 Mill. Zonen am Äquator Ver- 

wendet worden sein; in 
solchem Falle ist sie aber ohne ausdrückliche Bezeichnung nicht zu erkennen, 
da sie hier fast ganz mit der quadratischen Plattkarte übereinstimmt. Bis zu 
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den Polen ausgedehnt ist sie allerdings auch ohne Bezeichnung sofort erkennbar; 
in dieser Fassung findet sie sich in Wenz' Atlas zur Landkartenentwurfslehre, 
auf dessen Karten hier hingewiesen werden mag, da er manche Projektionen mit 

Umrifszeichnimgen enthält, die man in 
den gewöhnlichen Atlanten nicht findet 
Fig. 83 giebt die normale, Fig. 84 die 
transversale Projektion; letzterer fthnelt 
das Netz der Cassini-Soldnerschen Pro- 
jektion. 

2. Fläohentreue Oylindeiprojek- 
tion mit «wei längentreuen Parallel- 
kreisen. Diese Projektion entspricht 
hinsichtlicli der Längentreue zweier 
ParaUelkreise der rechteckigen Platt- 
karte. Auch hier handelt es sich bei 
normaler Lage um Zonen, die sich 
gleichmäfsig weit zu beiden Seiten 
des Äquators erstrecken und in denen 
zwei gleichweit vom Äquator entfernte 
Parallelkreise statt dieses längentreu 
abgebildet werden sollen, wodurch, 
wie leicht ersichtlich, eine gleich- 
mäfsigere Verteilung der Verzerrungen 
erreicht wird. Es seien g>Q und — q>^ 
diese Parallelkreise; sollen sie auf der Karte längentreu erscheinen, so 
muTs ihre Länge werden =2r7teos{pQ. Diese Länge erhalten auch der 
Äquator und die übrigen Parallelkreise; daher werden alle zwischen 
g)Q und — (Pq gelegenen Parallelen, worunter auch der Äquator, gegen die 
Wirklichkeit verkürzt, alle aufserhalb der Zone gelegenen verlängert 
Die Parallelen tpQ und — ^q sind längentreu einzuteilen und durch die Teil- 
punkte die Meridiane zu ziehen. Zöge man nun die Parallelkreisbilder in 
dem Abstände der Lambertschen Cylinderprojektion (y = sin 9), so würde 
die Karte nicht flächentreu werden; die Fläche würde verkleinert werden. 
Die Abstände der Parallelkreisbilder müssen daher vergrofsert werden, und 
zwar in demselben Verhältnis, als der Äquator verkleinert worden ist. Die 
Länge desselben ist hier nicht mehr = 2r7t, sondern = 2rn cos g>Q. Nennt 
man wieder cos ipQ = n die Konstante der Projektion, so ergiebt sich der 
Abstand der Parallelkreise zu 




y = -^^9>7 



und die Einteilung des Äquators, wenn man von diesem ausgehen will, 

geschieht nach 

X = n arc X . 



Um die Verzerrungen zu bestimmen, hat man 



Xartenparallel qp 
Eugelparallel 9 






2r«n 



n 



2rn 008 <p cos 9 



= n sec 9 , 
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woraus sich in Folge der Flächentreue ergiebt h = ~ cos 9 ; demnach ist a der 



n 



gröfsere, h der kleinere der beiden Werte h und k. Für die beiden Parallel- 
kreise ^0 ^^^ — 9o s^^ ^® Verzerrungen gleich Null; mit zunehmender Ent- 
fernung von denselben wachsen sie, und zwar sind sie stets auf den Parallelen 
<p und — g> gleich; auf dem Äquator erreichen sie ein Maximum, das zweite 
tritt ein, wenn die Karte bis zu den Polen ausgedehnt wird. Die Lage von a 
und h kann auch ohne Rechnung bestimmt werden; da der Äquator und alle 
zwischen g>Q und — tp^ gelegenen Parallelkreise verkürzt werden, so liegt in 
dieser Zone a in der Meridianrichtung; auTserhalb der Zone (p^ — q>Q werden 
die Parallelkreise yergröfsert, sodafs nunmehr a in deren Richtung liegt. 

Für eine Cylinderprojektion, die die Erde in den Parallelen 9>o ''^ i ^^^ 
schneidet, sodafs diese Parallelkreise längentreu abgebildet werden, ergeben sich 
folgende Verzerrungswerte. 









n = cos 20*^ 


— 0,939693, 


rund = 


= 0,9397. 






9 = 


±0« 


±60 


+ 10« 


± 150 


± 20« 


±26« 


±80« 


+ 360 


±40° 


±450 


±600 


2oo 

a 
h 
8 


7H' 
1,064 
0,939 
1,000 


6M2' 

1,060 
0,943 
1,000 


5<>22' 
1,048 
0,954 
1,000 


3<>8' 
1,028 
0,972 
1,000 


0<>0' 
1,000 
1,000 
1,000 


4^8' 
1,037 
0,964 
1,000 


9^20' 
1,085 
0,921 
1,000 


15^*40' 
1,147 
0,871 
1,000 


23<>16' 
1,226 
0,815 
1,000 


32^8' 
1,329 
0,752 
1,000 


42<>30' 
1,462 
0,684 
1,000 



Die Maximalwinkelverzerrung 2 g> kann ermittelt werden aus 



sm o 



a + 5' 
wofür bei Flächentreue auch geschrieben werden kann 



sm 00 



a»-l 



a* + l 
Sie kann aber auch einfacher erhalten werden. Nach S. 20 ist 



'«(j+D-yi-i/i-v?-« 



a 



d. L der gröfsere der für ä, Ä; gefundenen Werte ist = tg ( j + -^ ) , sodafs 

durch Subtraktion von -j = 45^ sich — ergiebt. Praktische Verwertung scheint 

diese Projektion bisher kaum gefunden zu haben. 

8. Fläohentreue Cylinderprojektion mit kleinster Winkelveraerrung 
fdr eine gegebene Zone. Handelt es sich um die cylindrische Abbildung 
einer genau b^renzten Zone, so dafs über dieselbe nicht hinausgegangen 
wird, und sieht man davon ab, von vornherein für einen bestimmten Parallel 
die Längentrene zu verlangen, so können die Verzerrungen noch wesentlich 
herabgemindert werden im Vergleich zu denen der vorher behandelten 
Projektion. Es sei zunächst die Aufgabe gestellt, eine von den zwei Parallel- 
kreisen 90' und q>'' begrenzte Zone abzubilden, die ganz und gar auf einer 
Halbkugel liegt. Die Eugelhalbmesser dieser Kreise sind dann r' = cos 90' 
und r" = cos 9". Auf ihren Eartenbildem finden sich die gröfsten 
Verzerrungen, und zwischen ihnen liegt ein ParaUel ^o, auf dem keine 
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Verzerrungen stattfinden. Wie bekannt^ verhält sich bei Projektionen auf 

einen Schnittcylinder 

Kartellparallel tp 2rien 

Kugelparallel 9 2r« cos tp 
Demzufolge bestehen auch hier die Gleichungen 

Je' = und Je" _-. 



= h 



C08(p' coaqp"' 

wenn n die noch zu bestimmende Konstante (S. 134 und 138) ist. 

Wenn nun zwischen 9' und 9'' ein Parallel tp^ liegt ^ der längentreu 
(=: 2rfc co8(Pq) abgebildet wird, so folgt daraus, dafs der äquatorwärts von 
9>o gelegene Parallel 9' verkleinert, der polwärts gelegene Parallel 9" 

vergr öfsert abgebildet werden mufs. Demzufolge ist k" = tj = a" und 

k' = r = h\ also weiren der Flächentreue a = — — • Um nun die 

CO89 ' ^ n 

Werte von a imd a", von denen alle übrigen Verzerrungselemente ab- 
hängen, möglichst klein zu machen, ist die Eoiistante n so zu wählen, dais 
a = a' wird; also mufs gesetzt werden: 

cos 9' n 

n 008 9" ^ 



woraus n = Ycosg)' cos 9", und damit ist auch der Parallel g}^ bestimmt, 
denn es ist cos g)^ = n = "j/cos 9' cos (p'\ 

Allgemein ergeben sich die Verzerrungswerte für einen Parallel q> aus 

Ji = — cos fpy k = n sectp^ wobei der gröfsere der beiden Werte zugleich 

= tg (7- -|- ö-) ist. Für die beiden Grenzparallelen g>' und 9" gestaltet sich 
die Berechnung noch einfacher. Es ist 



008 (p 



, „ 008 9' 1 / 008* tp' 1 / 

n r 008 9' 008 9" \ 

» ^_ g'— l _ 008y'-008 y" _ +„ ?1±V; f « ?L_ZJL 

m CD = , . ^ = T—x 77 = tff Xsl r 

a* + 1 cos qp 4" <508 9 ® 2 ^ 2 



Tritt der Fall ein, dafs in der von tp' und tp" begrenzten Zone der Äquator 
liegt, dafs somit die Zone beiden Halbkugeln angehört, und dals auiserdem tp 
nicht = — tp" ist, so mufs zur Bestinunung der Konstanten n der Äquator 
und der von ihm weiter entfernte Parallel tp" benutzt werden. Da beim 
Äquator co8 0^= 1, so folgt daraus 

« =yco8g)". 

Dasselbe gilt auch für den Fall, dafs der Äquator die Zone halbiert, wenn 

also 9'= — tp" ist; daher ist auch dann « = )/cos tp" = }/eos tp\ w&hrend 
n = 0089":= cos 9' die Eonstante für die Projektion mit den längentreaen 
Parallelen tp' und — tp" ist (S. 138). 

Auch diese Projektion scheint bisher noch keine praktische Verwertung 
gefunden zu haben. Die Verzemmgen hängen natürlich von der Wahl der 
Parallelkreise tp' und tp" ab, können daher im einzelnen nur von Fall zu Fall 
berechnet werden. Durch Kombinationen bestimmter Werte för tp' und tp" 
können jedoch für die von den verschiedenen tp' und tp" eingeschlossenen Zonen 
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die Maximalverzemmgen ermittelt werden, die eine genügende Benrteilnng der 
Projektionen erlauben. Solche Tafeln s. bei Tissot-Hanuner S. (40). 

Wenn die Eonstante n=l gewählt wird, so wird g>'=9"=0; man 
erhält alsdann die schon (S. 136) behandelte flächentreae Cylinderprojektion mit 
längentrenem Äquator, bei welcher für keine Zone kleinste Winkelyerzerrung 
möglich ist. 

Die hier behandelten flächentreuen Cylinderprojektionen können auch in 
nichtnormalen Lagen ausgewertet werden; doch sind sie in dieser Weise, soweit 
dies festgestellt werden kann, noch nicht benutzt worden, wiewohl sie ftLr viele 
Gebiete beschränkten Um&nges unstreitig sehr geeignet sind. Einige solche 
Entwürfe, allerdings nicht ausschlielslich flächentreue, hat Hammer ausführlich 
untersucht und berechnet^). 

4. Winkeltrene CylinderprojektioneiL 

1. Die Meioatorprojektion. Damit eine Cylinderprojektion winkeltreu 
wird, muls auch bei ihr a =» & werden; bei dem einfachsten Falle, dem 
normalen Berührungscylinder, wird der Äquator längentreu abgebildet; aber 
auch alle Parallelkreise, die im ümfiEuige mit dem Cosinus der geographischen 
Breite abnehmen, erscheinen auf der Karte in der Länge des Äquators; sie 

werden somit im Verhältnis von = sec w verirröfsert. Um der Karte 

die Winkeltreue beizulegen, mufs man daher auch die Abstände der Parallel- 
kreise in dem Verhältnis der Sekante der jedesmaligen Breite 
wachsen lassen. Es ergiebt sich daraus, dafs der Abstand eines beliebigen 
Parallels g> gleich ist der Summe, die man erhält, wenn man alle 6rade 
vom Äquator (90 = 0) bis 90, jeden einzelnen multipliziert mit seiner 
Sekante, addiert; will man noch genauer verfahren, so wird man von 
Minute zu Minute fortschreiten und erhält dann für den Parallel g> den 
Aquatorabstand 

2^ = sec 1' + sec 2' + sec 3' + sec 4' + • • • + sec g>. 

Die Summe dieser Sekanten ist, was freilich nicht auf elementarem Wege 
bewiesen werden kann, * 

y = log nat tang {^6^ + |) = 2,30269 log tang (45® + |) • 

Dieser Ausdruck ist bereits aus der Gleichung der Loxodrome (S. 13) 
bekannt und ist die Gleichung dieser Linie für den Kurswinkel a = 45®. 
Sonach können die Abstände der Parallelkreise berechnet werden. 

Da nunmehr die Meridiane polwärts in dem gleichen Verhältnis ver- 
gröfsert werden, wie die Parallelkreise, so ist die Projektion winkeltreu; 
denn es ist nun 

a s= b =s sec 9>, also fi^ = a& = sec* <p und cd = 0®. 

Der Ausdruck für y zeigt, dafs für 9 = auch y = wird, weil 
tg45®= 1 und log 1 = ist; femer dafs für 9 = 90® y = 00 wird, die 
Projektion sich also bis in die Unendlichkeit ausdehnt. Daher läJGst sich 

1) Kartenpr. S. 122 if. 
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in dieser Projektion nicht wie bei den anderen Cylinderprojektionen die 
ganze Erde darstellen. Aus dem Umstände^ dafs die Karte nicht bis zu 
den Polen ausgedehnt werden kann^ läfst sich bereits folgern, dafs die 
Längen- und Flächenänderungen in höheren Breiten ziemlich bedeutend 
sein müssen; und es ist in der That so. Ein Oradfeld z. B. unter 60^ 6r. 
hat den halben Flächeninhalt, wie eines am Äquator; auf der Karte wird 
es gleich zwei Oradfeldem am Äquator, die Yergröfserung ist also vierfach. 
Näheres ergiebt sich aus der folgenden Übersicht der Yerzerrungsverhältnisse. 



9 — 


0» 


6« 


10<» 


16^ 


20^ 


26® 


30° 


35« 


40« 


a — h 
S 


1,00 
1,00 


1,0038 
1,0077 


1,0154 
1,0311 


1,0353 
1,0718 


1,064 
1,1325 


1,1034 
1,2174 


1,1547 
1,3333 


1,2208 
1,4903 


1,3054 
1,704 



Es ergiebt sich aus dieser Tafel, dafs eine Ausdehnung der Karte bis 
höchstens zu dem 60^ Br. zulässig ist, und auch bis dahin nur, wenn triftige 
Gründe die Anwendung dieser Projektion rechtfertigen. Die winkeltreue 
Cylinderprojektion ist nämlich, wie gleich gezeigt wird, durchaus filr geo- 
graphische Aufgaben im engeren Sinne ungeeignet, auch nicht f&r solche 
erdacht worden; trotzdem wird sie, wie jeder, auch der einfachste Schul- 
atlas zeigt, sehr häufig angewandt, und meist für Zwecke und Aufgaben, 
für die es keine ungeeignetere Projektion, als sie es ist, giebt, d. h. für 

Karten, bei denen die Flächen- 
treue die wichtigste Eigen- 
schaft wäre. Vgl. Fig. 85. 

Die winkeltreue Cylinder- 
projektion ist von dem schon 
jfrüher genannten Gerhard 
Kremer, genannt Mercator 
(f 1594), ersonnen und wird 
heutzutage schlechtweg einfach 
die Mercatorkarte oder -projek- 
tion genannt, welche Bezeich- 
nung nicht nur wegen ihrer 
Kürze sich allgemeiner Anwen- 
dung erfreut. Sie ist eine aus- 
schliefslich für nautische 
Aufgaben und Bedürfiiisse er- 
sonnene Projektion und sollte 
daher auch nur für solche 
oder nahe verwandte Aufgaben 
benutzt werden. Das Gesetz 
der Mercatorprojektion zeigt, 
wie bereits hervorgehoben ist, 
eine nahe Verwandtschaft mit 
dem der Loxodrome; sie kann mit vollem Rechte auch die loxodromische Pro- 
jektion genannt werden, denn sie allein bildet loxodromische Linien geradlinig 
ab, und darauf beruht ihre Bedeutung fär die Nautik. Solange nämlich ein 
Schiff denselben Kurs steuert, die Meridiane also unter demselben Winkel schneidet, 
bewegt es sich auf einer Loxodrome, die auf der Kugeloberfläche als eine Kurve 




Fig. 85. Winkeltreue Cylinderprojektion (Mercfttor). 1 : 120 MiU. 
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erscheint, die znletzt den Pol in spiralförmigen Windungen umzieht, ohne ihn 
je zn erreichen. Da in der Mercatorkarte alle Meridiane parallele Geraden sind, 
so wird auch die Abbildung der Loxodrome eine Gerade, weil wegen der 
Winkeltreue jeder Schnittwinkel in der Abbildung derselbe wie auf der Eugel 
selbst sein mufs und eine Schar paralleler Geraden nur von einer Geraden unter 
ein und demselben Winkel geschnitten werden kann. Der Seefahrer kann also 
seinen Kurs in die Karte als gerade Linie eintragen, deren Winkel gegen die 
Meridiane ihm der Kompafs angiebt. Die in Meilen gemessene oder geschätzte 
Länge der zurückgelegten Strecke wird nach dem für den betreffenden Breiten- 
grad giltigen Mafsstabe aufgetragen. 



46<> 


50» 


öö*» 


60« 


66» 


70» 76» 


80» 


86» 


89» 


90» 


1,4142 
2,00 


1,556 
2,420 


1,743 
3,04 


2,00 
4,00 


2,366 
5,599 


2,924 

8,548 


3,864 
14,928 


5,759 
33,16 


11,474 
131,65 


57,30 
3283,0 





Ob Mercator die Projektion auf arithmetisch-analytischem Wege oder auf 
geometrisch -konstruktivem gefunden hat, ist unentschieden; er veröffentlichte 
seine Weltkarte 1569 ohne jede Angabe, wie er die Abstände der Parallelkreise 
gefunden hatte. Erst 25 Jahre später machte der Engländer Edward Wright 
in seinem Buche The art of Navigation und weiter in Certain errors in 
navigation detected and corrected (London 1599) das Näherungsverfahren be- 
kannt^), nach dem die Parallelkreisabstände gebildet werden als die Produkte 
der Länge einer Aquatorminute und der Summen der Sekanten der Breitenbogen 
zwischen dem Äquator und dem betreffenden Parallel in Minutenintervallen. 
Wright galt daher auch 
vielfach als der Entdecker 
des Gesetzes, wiewohl er 
selbst sich auf Mercator be- 
rufen hat. Den richtigen 
analytischen Ausdruck für 
den Parallelkreisabstand in 
Punktion der Breite hat 
1645 der Engländer Henry 
Bond gefunden. 

Die nebenstehende Tafel 
giebt in Litervallen von je 
5^ die Parallelkreisabstände 
y vom Äquator aus gerechnet 
in Kilometern, in denen der 
sphäroidischen Gestalt 
der Erde bereits Bechnung 
getragen ist; daneben enthält 
sie noch eine zu Vergleichen 
sehr geeignete Spalte, in 
denen die Abstände y in 
Aquatorgraden ausgedrückt 
sind, und in der dritten 
Spalte das Vergröfserungs- 
verhältnis auf dem zugehöri- 
gen Parallelkreise (l : cos 9), 
aber noch korrigiert wegen der sphäroidischen Gestalt der Erde. 

1) Breusing, Verebnen der Eugeloberfläche, S. 89, woeelbst eine ausfOhrliche Dar- 
legung der historischen Entwickelung gegeben ist. 



9 — 


y in 
Eilometem 


y i» 

Äquatorgr. 


1 : co8 tp =s sec <p 


0^ 


0,00 


0® 0' 0" 


0,00 


5« 


553,53 


4® 58' 23" 


1,004 


10^ 


1111,37 


9® 57' r 


1,015 


15<> 


1677,98 


15® 4' 40" 


1,035 


20^ 


2258,20 


20® 17' 18" 


1,064 


Wendekr. 


2670,28 


23® 59' 25" 


1,090 


25<> 


2857,42 


25® 40' 18" 


1,103 


30<> 


3481,84 


31® 16' 5" 


1,154 


35« 


4138,97 


37® 11' 11" 


1,220 


40<> 


4837,99 


43® 28' 0" 


1,303 


45» 


5590,74 


50® 13' 44" 


1,412 


50® 


6412,88 


57® 36' 50" 


1,552 
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7326,09 


65® 49' 0" 


1,740 


60® 


8361,84 
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00 
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Ausführlichere Angaben der ÄquatorabstSnde y in halben Oraden nicht nur, 
sondern auch anderer fOr kartographische Zwecke wichtiger Werte finden sich 
in den von Wagner berechneten Tafeln im Geogr. Jahrbuch, Band IH, 1870 
und auf 10^ erweitert von A. Steinhauser in H. Wagners Tafeln der Dimensionen 
des Erdsphäroids, Wien 1885. 

Wenn man fCb* eine Mercatorkarte einen Mafsstab für den Äquator kon- 
struiert, so sind dessen Mafs und Einteilung zur Abmessung auf anderen Parallel- 
kreisen zu klein. Man erhält aber die für eine andere Breite giltige Längen- 
einheit aus jener durch Multiplikation mit dem entsprechenden Werte von secg;. 
Man kann also leicht eine Reihe von MaTsstäben für die ParaUelkreise 5^, 10^, 
15^ . . . 85^ herstellen, wenn man die für den Äquator giltige Längeneinheit 
mit dem jeweiligen Werte sec q> multipliziert aufträgt. Thut man dies auf 
gleichabständigen Parallellinien, deren Nullpunkte vertikal übereinanderliegen, so 
erhält man Fig. 86, wo die Mafsstäbe aber nur je für den 10^° Grad angegeben 




Fig. 86. Mafiiitab für die w»ohsenden Breiten in Meroatonj Proeküon. 



sind. Die Figur stellt beim Äquatorialmafsstab von 1 : 75000000 einen Mals- 
stab für die wachsenden Breiten dar, dessen Einheitsstrecke = 50 Meilen an- 
genommen ist. Verbindet man die entsprechenden Teilungspunkte der einzelnen 
Mafsstäbe durch je eine stetige Kurve, so kann man auch für andere Breiten, 
z. B. von 37^ die Längen abmessen, indem man zwischen den Punkten 30^ und 
40^ nach Augenmafs denjenigen aufsucht, der 37^ entsprechen würde, und durch 
ihn eine Parallele zu den übrigen Geraden gelegt denkt; die Kurven teilen dann 
diese Gerade in die erforderlichen 50-Meilenabteilungen. Hat man eine Strecke 
zu messen, deren Endpunkte auf verschiedenen Breitengraden liegen (z. B. auf 
dem 42**®" und 48"*®'*), so benutzt man den zum mittleren Parallel (hier dem 45'**'") 
gehörigen Mafsstab. 

Die Mercatorprojektion ist die einzige winkeltreue Cylinderprojektion. Wollte 
man, statt den Äquator längentreu abzubilden, zwei Parallelkreise q>^ und 
— 9)q längentreu abbilden, also statt auf den Berührungs- auf den Schnittcjlinder 
projizieren, so hätte man die Konstante n = cos tp^ in die Gleichung einzufuhren, 
derart, daijs die Meridiane statt des Abstandes x = arcA den x' =s n ärcX er- 
halten, wogegen die Parellelkreisabstände werden 2^^^= — • log nat tang (45® -f- ^) • 

Wie leicht ersichtlich, läuft dies Verfahren auf nichts anderes als auf eine bloise 
Mafestabsänderung (Verkleinerung) hinaus. . Da auf winkeltreuen Karten sich 
Meridiane und Parallelkreise stets rechtwinklig schneiden müssen, so folgt hieraus 
weiter, dafs die Mercatorprojektion auch die einzige winkeltreue Projektion ist 
unter allen Projektionen, die die Parallelkreise als parallele Geraden abbilden; 
d. h. Projektionen mit parallelen, geradlinigen Parallelkreisen, deren Meridiane- 
nicht parallele Geraden sind, können nicht winkeltreu sein. 

2. Die winkeltreue transversale Oylinderprojektion. (Fig. 87.) Die 
eben gemachten Bemerkungen hindern natürlich nicht^ das Gesetz der 
Mercatorprojektion zunächst auf den die Erde in einem Meridiane be- 
rührenden Cylinder anzuwenden. Diese Anwendung hat zuerst für Lander 
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von vorwiegend meridionaler Ausdehnung der schon öfter genannte Mathe- 
matiker J. H. Lambert vorgeschlagen. Daher versteht man auch unter 
Lamberts winkeltreuer (konformer) Cylinderprojektion schlechthin die winkel- 
treue transversale Cylinderprojektion. Die Berechnung und Konstruktion 
transversaler Cylinderprojektionen imter Benutzung der spMrischen Koordi- 
naten a, 6 ftir 9?^ s=s 0> ist bereits bei Behandlung der Cassini-Soldnerschen 
Projektion erläutert worden. Dies Verfahren findet auch hier sinngemäfse 
Anwendung^ und för einen Punkt 9, iL lauten dementsprechend die recht- 
winkligen Koordinaten 

a? = arc I, y = log nat tang (^ + ^j (S. 134 und 141). 

J 




Der geradlinig abgebildete Äquator ist Y-Achse, der ebenso abgebildete 
Niill-(Mittel)-Meridian AB ist X-Achse des Systems; alle x, y haben doppelte 
Vorzeichen. Die Linien gleicher Verzerrung, die bei der Mercatorprojekfcion mit 
den Parallelkreisen zusammenfallen, fallen hier mit den Horizontalkreisen zu- 
sammen, laufen also parallel zur X-Achse, und die Verzemmgswerte der Mercator- 
projektion (S. 142) gelten auch f&r die vorliegende, wenn die Parallelkreise durch 
die Horizontalkreise ersetzt werden. Die folgenden Tafeln geben noch eine ein- 
gehendere Übersicht der Verzemmgswerte, die direkt für das astronomische Grad- 
netz gelten^). 

Werte von a = &. 



qp = 


C» 


16^ 


80« 


450 


60^ 


76» 


90<> 


00 


1,000 


1,035 


1,155 


1,414 


2,000 


3,864 


00 


150 


1,000 


1,033 


1,142 


1,369 


1,825 


2,779 


3,864 


30® 


1,000 


1,026 


1,109. 


1,265 


1,512 


1,825 


2,000 


450 


1,000 


1,017 


1,069 


1,155 


1,265 


1,369 


1,414 


600 


1,000 


1,008 


1,033 


1,069 


1,109 


1,142 


1,155 


750 


1,000 


1,002 


1,008 


1,017 


1,026 


1,033 


1,035 


900 


1,000 


1,000 


1,000 


1,000 


1,000 


1,000 


1,000 



1) Entnommen aus Tissot-Hammer (1), aber nochmals durchgerechnet. 

ZOppritx, Kurtenentworfslehre. 2. Aufl. Ton Bladsu. I. 10 
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Werte von 8 = a*. 



9 = 


0» 


16« 


80« 


46« 


60« 


76« 


90« 


0^ 


1,000 


1,072 


1,333 


2,000 


4,000 


14,93 


oo 


15« 


1,000 


1,067 


1,304 


1,874 


3,331 


7,723 


14,93 


30^ 


1,000 


1,053 


1,231 


1,600 


2,286 


3,331 


4,000 


45^ 


1,000 


1,035 


1,143 


1,333 


1,600 


1,874 


2,000 


60^ 


1,000 


1,017 


1,067 


1,143 


1,231 


1,304 


1,333 


75<> 


1,000 


1,005 


1,017 


1,035 


1,053 


1,067 


1,072 


90^ 


1,000 


1,000 


1,000 


1,000 


1,000 


1,000 


1,000 



Um diese Werte für die einzelnen Punkte des Gradnetzes zu erhalten, hat 
man hier, statt der geographischen Breite oder des Äquatorabstandes g> der 
Mercatorprojektion, den Abstand 7} des betreffenden Punktes vom Berührungs- 
meridian zu nehmen und zu setzen: 

o = 5 = seciy, 8 = a^ = sec* rf. 

Die transversale winkeltreue Cjlinderprojektion ist praktisch verwertet in 
Debes' Handatlas für die Karte von Bufsland, Bl. 32 und für die Karte der 
Nüländer, Bl. 48. Der Projektionspol liegt auf 128<> bez. 124<> ö. L. 

Ob sie noch weitere Anwendungen gefunden hat, konnte nicht in Erfahrung 
gebracht werden. 

8. Die BOhiefaohsige winkeltreue Cylinderprojektion. Das Gesetz der 
Mercatorprojektion kann endlich auch fElr Cylinder angewendet werden, die 
die Erdkugel längs eines beliebigen grofsten Kreises berühren, der weder 
mit dem Äquator noch mit einem Meridian zusammenfällt; es entsteht als- 
dann eine schiefachsige Projektion. Wie für eine solche die Pole, der 
Berührungskreis, die an Stelle der Koordinaten A, g> tretenden £, vi berechnet 
werden, ist bereits gezeigt worden; auch über die Berechnung der end- 
gültigen Koordinaten x, y braucht nichts mehr gesagt zu werden; denn 
schiefachsige Gylinderprojektionen unterscheiden sich von einander nur durch 
das Abstandsgesetz, ausgedrückt durch ^=/(i}). 

Blatt 57 in Debes' Handatlas, West-Indien und Mittel- Amerika, ist in schief- 
achsiger winkeltreuer Cylinderprojektion entworfen; der Pol derselben liegt in 
45« n. Br./25« ö. L., desgl. Bl. 43, Südost-Asien, Pol 45® n. Br./207<> 30' ö. L. 



Achtes Kapitel. 

Konventionelle oder nnechte Cylinderprojektionen. 

unter dieser Bezeichnung können alle die Projektionen zusammengefafst 
werden, deren Parallelkreise als parallele Geraden abgebildet werden, während 
die Meridiane entweder Geraden oder Kurven sind, die beide im Pole kon- 
vergieren. Sind X, y die Koordinaten eines Punktes A, 9, so ist y wie bei den 
echten Projektionen eine Funktion von tp allein, x dagegen eine von il und q>. 
unter den unechtcylindrischen Projektionen giebt es keine winkeltreuen, 
wohl aber unendlich viele flächentreue. Von praktischer Bedeutung sind aber 
nur diejenigen, bei denen der Grenzmeridian als eine geschlossene Kurve 
abgebildet wird, die zu dem als Gerade abgebildeten Mittelmeridian, 
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der eine Achse dieser Kurve ist, symmetrisch ist. Die Endpunkte dieses 
Achsenmeridians sind die Bilder der Pole. Zur Besprechung sollen nur 
einige flächentreue Projektionen kommen, die, weil Flächentreue die wichtigste 
Eigenschaft fiir geographische Karten ist, zur Darstellung gröfserer Flächen, 
ja sogar der ganzen Erde benutzt werden, wenn es sich um die karto- 
graphische Darstellung von Stoffen der allgemeinen Erdkunde handelt. 

L Fläohentreiie uneohtoylindrisohe Projektion mit längentreuen 
Parallelkreisen (Sanson-Flamsteedsche Pr.). Bei dieser Projektion 
werden der geradlinige Äquator und der geradlinige Mittelmeridian, die sich 
rechtwinklig schneiden, längentreu eingeteilt, und die Parallelkreise als zum 

** - 

Äquator parallele Geraden durch die Teilpunkte des Mittelmeridians gezogen. 
Auch diese werden wie der Äquator längentreu eingeteilt und die Punkte 
gleicher Länge durch stetige Kurven verbunden, die die Meridiane darstellen. 
Dafs diese Abbildung flächentreu ist, folgt aus der Betrachtung eines kleinen 
Netzvierecks in beliebiger Lage, dessen Seiten nur so klein anzunehmen sind, 
dafs sie als gerade Linien angesehen werden können, also z. B. 1" Breiten- 
differenz und 1" Längendifferenz entsprechend. Ein solches Viereck (Fig. 88) 

ist auf der Kugel ein ParaUeltrapez ahcd^ dessen 
Flächeninhalt gleich der halben Summe der 
beiden Parallelseiten multipliziert mit der Höhe 
ist. In der Abbildung ist es ein verschobenes 
Paralleltrapez a'h'c'd\ dessen Parallelseiten der 
Konstruktion gemäfs unverändert aufgetragen 
sind, d.K aV = ahj c'd' = cd. Auch ist der senkrechte Abstand der beiden 
Parallelseiten in seiner wahren Länge abgebildet. Folglich bleiben beide 
den Flächeninhalt ergebenden Faktoren unverändert. Die Flächentreue ist 
also fQr ein beliebig kleines Netzviereck und damit überhaupt erwiesen; 
denn man kann sich jede beliebige Fläche aus sehr kleinen Yiereckchen 
zusammengesetzt denken. 

Will man für die Netzpunkte die Koordinaten bestimmen, so ergiebt 
sich aus den vorstehenden Ausführungen auf Grund der Längentreue der 

ParaUelkreise ^ = arc A sin tf = arc A cos 9 , 

y = arc g>. 

Es ist femer überall 

k = 1 und tg (ö = Y arc A, sin 9 . 

Mittelmeridian und Äquator sind Linien ohne jede Verzerrung; mit wachsender 
Entfernung von beiden nehmen auch die Verzerrungen zu. Zeichnet man unter 
Benutzung nachstehender Tafel Linien gleicher Verzerrung (S. 23 und Fig. 89) in 
das Gradnetz, so erinnert der Verlauf derselben an den der gleichen Linien in 
Netzen Bonnescher Projektion, von welcher die vorliegende auch thatsächlich nur 
der zweite Grenzfall ist (S. 122); denn man kann sie auch als eine Bonnesche 
Projektion auf den Berührungsparallel q>Q = 0® ansehen. 

Wegen der Flachentreue und Leichtigkeit der Berechnung und Konstruktion 
hat diese Projektion trotz ihrer grofsen Verzerrungen, die auch ohne ziffem- 
mäfsigen Beleg auf jeder Karte von selbst bescheidenem Umfange sichtbar sind, 
eine ganz bedeutende Anwendung gefunden. Neben der Bonneschen beherrscht 

10* 
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Tafel der 2o) im Bereiche 



z» 


0« 


6« 


10<> 


16» 


20® 


250 


30<> 


S6^ 


40® 


9 — 0<» 


0^0' 


0« 0' 


0^ 0' 


0^ 0' 


0^ 0' 


0® 0' 


0^ 0' 


0^ 0' 


0® 0' 


5 





26 


52 


1 18 


1 45 


2 11 


2 37 


3 3 


3 29 


10 





52 


1 44 


2 36 


3 28 


4 20 


5 12 


6 4 


6 56 


15 





1 18 


2 35 


3 53 


5 10 


6 28 


7 45 


9 2 


10 19 


20 





143 


3 25 


5 8 


6 50 


8 32 


10 13 


11 56 


13 37 


25 





2 7 


4 13 


6 20 


8 26 


10 32 


12 38 


14 43 


16 47 


30 





2 30 


5 


7 29 


9 58 


12 27 


14 55 


17 22 


19 48 


35 





2 52 


5 44 


8 35 


11 26 


14 16 


17 5 


19 52 


22 39 


40 





3 13 


6 25 


9 37 


12 48 


15 58 


19 6 


22 12 


25 18 


45 





3 21 


7 4 


10 35 


14 4 


17 32 


20 59 


24 23 


27 44 


50 





3 50 


7 39 


11 27 


15 14 


18 59 


22 41 


26 20 


29 57 


55 





4 6 


8 11 


12 14 


16 16 


20 16 


24 12 


28 6 


31 55 


60 





4 20 


8 39 


12 56 


17 11 


21 24 


25 33 


29 38 


33 38 


65 





4 32 


9 3 


13 32 


17 59 


22 22 


26 42 


30 57 


35 7 


70 





4 42 


9 22 


14 2 


18 38 


23 10 


27 39 


32 2 


36 19 


75 





4 50 


9 38 


14 25 


19 9 


23 48 


28 23 


32 53 


37 16 


80 





4 55 


9 49 


14 41 


19 30 


24 15 


28 55 


33 29 


37 57 


85 





4 58 


9 56 


14 52 


19 46 


24 32 


29 14 


33 50 


38 20 


90 





5 


9 58 


14 54 


19 48 


24 36 


29 20 


33 58 


38 30 



sie bis zur Gegenwart die Atlanten; geradezu stereotyp ist sie für die Karten 
von Afrika und Süd- Amerika. Debes' Handatlas und Lüddeckes Deutscher Schul- 
atlas haben zuerst mit 
der alten Tradition ge- 
brochen imd für die ge- 
nannten Karten andere, 
bessere Entwürfe ge- 
wählt. Von einer Auf- 
zählung in ihr ent- 
worfener Karten kann 
abgesehen werden, zu- 
mal sie auch äuDserlich 
leicht erkennbar ist 
Dafs sie zur Darstellung 
von Äquatorialgebieten 
mäfsigen Umfanges ge- 
eignet ist, soll nicht 
bestritten werden; für 
gröfsere Länder- imd 
gar Erdteilkarten ist 
sie aber durchaus un- 
geeignet. Eher dürfte 
sie sich für Erdkarten 
eignen, für deren Inhalt 
Flächentreue von Wert 
ist; bei diesen, die 
durchweg kleinen Mafs- 
stabes sind, treten Gesichtspunkte anderer Natur meist derart in den Vorder- 
grund, dafs es auf ein etwas gröfseres oder geringeres Mafs von Verzerrungen 
gerade nicht sonderlich ankommt. Diese Projektion läfst sich nämlich zu einer 
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EoDventioDelle oder unechte Cylinderprojektion 
eines Quadranten. (Fig. 86.) 



46» 


60» 


65» 


60" 


66* 


TO" 


76» 


80* 


86' 


90« 


0« 0' 


0« 0' 


0« 0' 


0" 0' 


0» 0' 


0» 0' 


0« 0' 


0" 0' 


0» 0' 


3 55 


4 21 


4 47 


5 14 


5 40 


6 6 


6 32 


6 58 


7 24 


7 50 


7 48 


8 40 


9 32 


10 21 


11 16 


12 6 


12 58 


13 50 


14 40 


15 32 


11 36 


12 53 


14 10 


15 26 


16 42 


17 58 


19 14 


20 28 


21 44 


23 


15 18 


16 59 


18 39 


20 18 


2158 


23 36 


25 14 


26 62 


28 28 


30 6 


18 51 


20 54 


22 56 


24 57 


26 58 


28 57 


30.56 


32 52 


34 48 


36 44 


22 13 


24 37 


26 59 


29 21 


31 40 


33 58 


36 14 


38 30 


40 41 


42 52 


25 23 


28 6 


30 47 


33 26 


36 3 


38 37 


41 8 


43 38 


46 6 


48 30 


28 20 


31 20 


34 18 


37 12 


40 4 


42 53 


45 38 


48 20 


51 


53 34 


31 2 


34 18 


37 30 


40 38 


43 43 


46 44 


49 40 


52 33 


56 22 


58 6 


33 29 


36 58 


40 23 


43 43 


46 58 


50 9 


53 16 


56 17 


59 12 


62 4 


35 40 


39 20 


42 56 


46 26 


49 51 


53 10 


56 24 


59 32 


62 34 


65 30 


37 34 


41 24 


45 9 


48 47 


52 19 


55 46 


59 4 


62 19 


65 26 


68 27 


39 11 


43 9 


47 1 


50 46 


54 25 


57 57 


6120 


64 39 


67 50 


70 53 


40 31 


44 35 


48 33 


52 24 


56 7 


59 43 


63 10 


66 32 


69 46 


72 51 


4133 


45 42 


49 45 


53 39 


57 26 


61 5 


64 36 


67 59 


71 14 


74 22 


42 18 


46 80 


50 36 


54 33 


58 23 


62 4 


65 38 


69 1 


72 18 


75 26 


42 44 


47 


51 6 


55 6 


58 56 


62 38 


66 12 


69 38 


72 56 


76 6 


42 52 


47 8 


51 16 


55 16 


59 8 


62 50 


66 24 


69 50 


73 8 


76 18 



Erdkarte ausdehnen; der Grenzmeridian bat dann eine eigentümliche Foim mit 
Ecken von 144** 41' an den Polen; die Länge der Karte ist gleich dem Äquator, 
also = 2rn, die Höhe gleich einem halben Meridian, also =rjr, Fig. 90 stellt 
in ihrer linken Hälfte die halbe Erdkarte in dieser Projektion dar. Wenz' Atlas 
der Landkartenentwurfslehre enthält in Nr. 27 eine vollständig ausgefflhrte Erdkarte. 



o-PlunMMdi ProjakHoB. 



i HdUweld« (Bibloa 



Zum ersten Male findet sich diese unechtcylindrische Projektion angewendet 
auf einer Karte von Süd-Amerika in Mercators Atlas von 1606; bekannt jedoch, 
und nicht mit Unrecht*), ist sie unter dem ITamen Sansons; denn Nikolas Sanson 
aus Abbeville bat in ihr 1650 Karten von allen Erdteilen und vielen Ländern 
gezeichnet, und seitdem ist sie in Gebrauch gekommen. Daneben beifst sie auch 



1) Wagner, Lehrbach S. 191. 
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die Flamsteedsche Projektion, weil der englische Astronom John Flamsteed die 
Karten seines Atlas coelestis (1729) in ihr entworfen hat. Weil die Abstände 
der Meridiane der Projektion vom Pol aus gerechnet mit dem Sinus der Pol- 
distanz wachsen, und denmach die Meridiane sog. Sinuslinien sind, wird sie 
auch bisweilen als sinusoidale Projektion bezeichnet. 

2. Die fläohentreue uneohtoylindriBche Projektion mit elliptiBOlien 
Meridianen (Mollweides Fr.), unter allen hier möglichen Projektionen 
ist diejenige am wichtigsten, bei der der Grenzmeridian, welcher die 
vom geradlinigen Mittelm^ridian halbierte Halbkugelkarte einschliefst, eine 
Ellipse mit gleich greisen Achsen, d. h. ein Kreis ist. Aus diesem Grunde 
ist sie auch die einzige, deren Abbildungsgesetz leicht elementar entwickelt 
werden kann. Soll diese Projektion zunächst mit der Sansonschen, mit der 
sie um den Kartenmittelpunkt herum eine gewisse äufsere Ähnlichkeit besitzt, 
verglichen werden, so liegt der wesentliche Unterschied 1) in der anderen 
Einteilung des Mittelmeridians, der nicht mehr längentreu eingeteilt ist, 
2) in der Einteilung der ParaUelkreise, die zwar gleichmäfsig, aber auch 
nicht längentreu eingeteilt sind. 

Es sei der Halbmesser der Erde r ^= 1 angenommen; dann ist die in 

einer Halbkugel enthaltene Oberfläche 
= 2r^n = 2jc. Diese soU auf der Karte 
von einem Kreise begrenzt sein, der den 
gleichen Flächeninhalt hat. Ist m sein 
Halbmesser, so mufs also sein 
rn^n = 2r^7t = 2«, 
e w = )/2. 

In dem mit m = y2 als Halbmesser 
beschriebenen Kreise (Fig. 91) mufs das 
Bild des Mittelmeridians CP so eingeteilt 
werden, dafs, wenn durch die Teilpunkte 
jp ' Parallelen zum Äquator Ä Q gezogen werden, 

Fig 91 die von diesen eingeschlossenen Streifen 

den entsprechenden Kugelzonen an Fläche 
gleich sind. Es sei BD ein Parallel, dessen Breite = q> ist. Die zwischen 
ihm und dem Äquator liegende Zone hat die Fläche = 2r7thy demnach 
die auf einer Halbkugel liegende Fläche = rnh. Die Höhe der Zone ist 
h == r sin (JP, und bei r = 1 ist also die Fläche == tt sin 9. Dieser auf der 
Kugel gelegenen Fläche soll die Kartenfläche ÄQDB gleich werden. Da 
AQ = 2r = 21/2 bereits gegeben, so ist der Abstand y = CE so zu be- 
stimmen, dafs der Forderung genügt wird. Zieht man die Halbmesser 
CB und CD, so kann man die der halben Kugelzone entsprechende Karten- 
fläche ÄQDB zusammensetzen aus dem gleichschenkligen Dreieck BCD 
und den beiden flächengleichen Sektoren ÄCB und DCQ, Somit mufs 
werden 

ÄQDB = A BCD + 2ÄCB = tu sin 9. 

Bekannt ist in dem Dreieck und den Sektoren nur die Seite BC = DC, 



I 


1 


TWVZ /^^ 


■/\ 


Ji. 


C 
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bez. die Halbmesser, sämtlich = m = Y2, Um y = CE = CB • sin 9' zu 
finden, mufs bestimmt werden der 

^ ACB = <^ GBE = ^ ODE = ^ DCQ = g>\ 

welcher Winkel keineswegs = g> ist. 

Der Inhalt des Dreiecks BCD ist gleich dem halben Produkte aus 

Grundlinie und Höhe, also 

J= BE'CE= BE' y. 
Es ist aber 

BE= BC' cos (p' und y = CE = BC - sm (p\ 

und da ^C = ]/2, so ist 

J = y2 sin 9' • y2 cos 9' = 2 sin 9' cos 9' = sin 2 9'. 

Die Fläche des Sektors 

ACB = JDCQ ist = i ^C . ^-B. 

AB ist der zum «^ q>' gehörige Bogen, seine Länge also 

Inö • 2«»» = ilnö 2«1^ = arc 9' /2 



360' 



S60 



und da AC ^= m = Y2, so ist die Sektorfläche 

1 . 1/2 • (arc 9' )/2) = arc 9'. 
Somit ist die ganze Fläche 

AQDB = sin 29' 4" ^ arc 9', 
und es ist nun zu setzen 

2 arc 9' -f- sin 29' = TU sin 9 . 

Die Berechnung von 9' aus dieser Gleichung selbst geht über den hier fest- 
gehaltenen Bahmen hinaus und wird daher nicht weiter berührt. Die äuTserst müh- 
same Arbeit derselben hat Jules Bourdin ausgeführt. Die ausführliche Tafel, 

in Intervallen von y , findet sich bei Germain, Traite des projections, S. 321 — 322.^) 

Die nachstehende Tafel giebt die Abstände der Parallelkreise vom Äquator, 
y = sin 9' in Intervallen von 5® für den Projektionshalbmesser = 100. 



9> 


y = ein 9' 


Länge auf der 
Erde in km*) 


fP 


y=8in9' 


Tiänffe auf der 
Erde in km 


0« 


0,00 


000 


45® 


59,20 


5333 


5« 


6,85 


617 


50® 


65,11 


5865 


10® 


13,68 


1232 


55® 


70,80 


6378 


15® 


20,47 


1844 


60® 


76,24 


6866 


20® 


27,20 


2450 


65® 


81,38 


7331 


23® 27;5 


31,83 


2867 


66®32;5 


82,91 


7469 


25® 


33,85 


3049 


70® 


86,19 


7764 


30® 


40,40 


3639 


75® 


90,60 


8162 


35® 


46,82 


4218 


80® 


94,54 


8517 


40® 


53,10 


4783 


85® 


97,84 


8814 








90® 


100,00 


9008 



1) Auch bei Gretschel S. 190. 

2) Aus Wagner, Lehrb. d. Geogr. 1894, S. 191 mit Ergänzung. 
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Wie man sieht, rücken die Parallelen polwärts immer ilSJier zusammen. 
Die Eonstraktion ist sehr einfach. Man teilt den Mittelmeridian an E[and der 
vorstehenden Tabelle ein und zieht durch die gefundenen Pnnkte Parallelen znm 
Aqnator. Nachdem der kreisförmige Grenzmeridian der Halbkugel gezogen ist, 
teilt man die Strecken vom Mittel- bis zum Grenzmeridian in die betreffende 
Anzahl gleicher Teile (in der Fig. 87 beim 10®-Netz in 9), und man erhalt die 
Meridianschnittpunkte, deren Verbindungslinien Ellipsen werden. Verlängert man 
jeden Parallel und trägt die Teüe desselben je neunmal nach auTsen auf, so erhalt 
man durch Verbindung der neu gewonnenen Punkte auch die Meridiane der 
anderen Erdhälfte und somit die ganze Erdoberfläche in einer Ellipse dargestellt, 
deren grolse Achse gleich der doppelten kleinen ist (a : 5 = 2 : 1). 

Die Koordinaten der Projektion sind: 



X = —^ — cos q> 



arc 



X, y=V2si 



sm^ 



Auf dem Mittelmeridian findet sich ein Punkt ohne Verzerrung, und zwar wird 

er bestimmt aus der Gleichung 2)/2 cosy' = tt cosy; er liegt zwischen 42® 
und 42® 30' Br. In den Polen wachsen die Winkeländerungen bis 180®, und 
demgemäfs die Längenänderungen bis cx>. 

Tafel der 2(0.^) 



9 


X 




O*» 


15» 


30« 


45<> 


60» 


76» 


90» 


0® 


12® 1' 


12® r 


12® 1' 


12® 1' 


12® 1' 


12® 1' 


12® 1' 


15 


10 30 


10 43 


11 22 


12 22 


13 38 


15 6 


16 43 


30 


5 45 


7 16 


10 33 


14 25 


18 29 


22 37 


26 14 


45 


2 57 


7 26 


13 55 


20 30 


27 


33 20 


39 29 


60 


17 27 


19 52 


25 41 


32 57 


40 39 


48 18 


55 42 


75 


43 14 


45 1 


49 50 


56 33 


64 7 


71 49 


79 16 


90 


180 


180 


180 


180 


180 


180 


180 



Wiewohl diese Projektion, namentlich in den Polargegenden, starke Ver- 
zerrungen zeigt, so ist sie doch wegen ihrer Flächentreue fiir viele Darstellungen 
aus der allgemeinen und physikalischen Erdkunde viel geeigneter, als die bisher 
fast ausschliefslich hierfür benutzte Mercatorprojektion. In ihr entworfene Karten 
finden sich u. a. in Sydow-Wagner method. Schulatias Nr. 9, Ausbreitung der 
Europäer und auf zwei Halbkugeln verteilt auf Nr. 10, Verteilung der Menschen; 
in Lüddeckes Schulatlas, Karte der Kulturzonen und Volksdichte, S. 38 — 39, in 
Stielers HandaÜas, Karte der pazifischen und atiantischen Erdhälfte, in Berghaus' 
physikalischem Atlas Nr. 37, 38, 61, 64. 

Urheber dieser Projektion ist der Deutsche Karl Brandan Mollweide 
(1805), der bereits eine kleine Tafel der (p berechnet hat; aber erst seitdem 
1857 der Franzose Jaques Babinet sie unter dem Namen ^,homalographische 
Projektion" empfohlen hat, ist sie hauptsächlich für Halbkugel- und Erdkarten 
öfter angewendet worden. 

Neuntes Kapitel. 

Über die Auswahl der Projektion mit geringster Verzerrang. 

' Die bisherigen Betrachtungen haben gelehrt^ dafs die Beziehungen 
zwischen Abbild und Urbild mit fast unbeschränkter Willkür festgesetzt 

1) Entnommen aus Tissot-Hammer (8). 
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werden können. Man kann sie durch perspektivische Projektion oder durch 
Abwickelung herstellen^ man kann Verfügung über die Gestalt bestimmter 
Kmrensysteme in der Karte treffen, man kann endlich die Deformationen 
in gewisser Weise beschränken, und kann sogar Bestimmungsweisen ver- 
schiedener Gattung miteinander verbinden, sodafs man eine unbegrenzte 
Zahl von Projektionsarten hat, von denen jede bestimmte Vorteile und 
bestimmte Nachteile bietet. Bei der Forderung, möglichste Übereinstimmung 
zwischen Urbild und Abbild zu erzielen, wird man zunächst auf den Versuch 
gefahrt, Projektionen zu ersinnen, bei denen die Verzerrungen oder De- 
formationen möglichst gering sind. Hier zeigt sich aber der Übelstand, 
dafs von den Verzerrungen der Winkel, Längen und Flächenräume immer 
nur eine Gattung zum Verschwinden gebracht werden kann, dafs also 
winkeltreue Projektionen nicht flächentreu noch mittabstandstreu (äquidistant 
in dem Sinne, dafs die Entfernungen von der Kartenmitte umgeändert 
bleiben, denn nur in dieser Beschränkung ist Abstandstreue möglich) sein 
können, mittabstandstreue nicht winkeltreu noch flächentreu und flächen- 
treue nicht winkeltreu noch mittabstandstreu. Für die Herstellung guter 
Karten ist nun die Frage von höchster Bedeutung, bis zu welchem Grade 
für bestimmte darzustellende Teile der Erdoberfläche eine Annäherung an 
die nicht völlig zu erlangende Treue in zwei von den drei Elementen er- 
reicht werden kann, wenn sie im dritten streng vorhanden ist. 

Da bald Winkeltreue, bald Flächentreue, bald endlich, wiewohl seltener, 
Mittabstandstreue die zu bevorzugende Eigenschaft ist, so wird es sich 
darum handeln, zu untersuchen, z. B. bei welcher flächentreuen Projektion 
des gegebenen Gebietes die gröfste auf der Karte vorkommende Winkel- 
verzerrung möglichst gering ist. 

Solche Projektionen, deren Winkelverzerrung unter sonst ge- 
gebenen Umständen ein Minimum ist, nennt Tissot perigonal; 
solche, deren Mitt ab stände möglichst wenig verändert werden, heifsen 
perimekoische (perim^coique) und — wenn entweder Winkeltreue oder 
Mittabstandstreue die Hauptforderung bildet — solche, deren Flächen- 
änderung möglichst gering ist, perihalische (perihalique). Die Beant- 
wortung jener Frage ist erst ermöglicht worden durch die analytischen 
Untersuchungen von A. Tissot^) über die allgemeinen Eigenschaften 
der Deformation bei Abbildungen einer Oberfläche auf einer anderen. 

Das Ergebnis der Untersuchungen ist im 1. Kapitel S. 14 allgemein be- 
handelt und alsdann auf die einzelnen Projektionen jedesmal besonders an- 
gewendet worden, so dafs hier nicht mehr darauf eingegangen werden braucht. 

Ist das Abbildungsgesetz gegeben, so lassen sich daraus nach ganz 
bestimmten Regeln die Gröfsen a, h und 2 cd für jeden Pimkt berechnen. 
Dies hat Tissot fiir alle bekannten Projektionen ausgeführt und die 

1) A. Tissot, Memoire sur la repr^sentation des snrfaces et les projections des 
cartes gäographiqnes, Paris, Gauthier- Villars 1881. Der wichtigste Teil des Inhalts 
war bereits in den Nouvelles annales de math^matiqnes 2™^ s^rie T. 17, 18, 19 (1878 
bis 1880) erschienen; deutsch von Hammer, Tgl. 8. 81. 
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Resultate in zahlreichen Tabellen zusammengestellt^). Mit Hilfe dieser 
läfst sich nun die Frage lösen^ welche Projektionsart fär einen gegebenen 
Fall die geeignetste ist. 

Zunächst sind die Projektionen auszusondern, die wegen ganz be- 
stimmter Eigenschaften fQr besondere Zwecke bevorzugt werden, wie z. B. 
die Mercatorkarten wegen der Geradlinigkeit der Loxodromen, 
die gnomonischen Karten wegen der Oeradlinigkeit der gröfsten Kugelkreise, 
d. h. der kürzesten Verbindungswege zwischen je zwei Punkten auf der 
Erdoberfläche, oder endlich die Parallelperspektive zur Darstellung 
der Mondoberfläche, so wie sie unseren Augen wirklich erscheint. Es 
soll vielmehr hier nur die Rede von Landkarten sein, von denen man ver- 
langt, dafs sie ein gegebenes Stück der Erdoberfläche mit möglichster 
Treue, also mit möglichst wenig Verzerrung, wiedergeben sollen, und bei 
denen kein Grund vorliegt, die Verzerrung in einzelnen Punkten oder 
Gegenden mehr als in anderen herabzumindern, sondern nur die Absicht 
ist, die Maximalgrenze, welche die Deformation innerhalb des Gebietes 
erreichen kann, möglichst herabzudrücken. 

1. Nimmt man zimächst an, dafs eine volle Halbkugel abzubilden 
sei, so sind alle cylindrischen und konischen Projektionen aus- 
zuschliefsen, bei denen entweder ein Teil der Begrenzungslinien in un- 
endliche Entfernung rückt oder wenigstens bei der Abwickelung Punkte, 
die auf der Erdoberfläche benachbart sind, in grofse Entfernung von einander 
gebracht werden. Nach Wegfall dieser Klassen von Projektionen hat man 
noch die Vorfrage zu entscheiden, ob mehr Gewicht auf die unveränderte 
Abbildung der Winkel oder Flächen, oder Mittabstände gelegt wird. 

a) Handelt es sich darum, die Winkel unverändert zu erhalten 
und die gröfste Flächenveränderung möglichst zu reduzieren, so steht nur 

die winkeltreue azimutale oder stereographische Projektion, \f{S) = ^ ^ ■5-) ; 

zur Verfügung, bei welcher aUerdings um den Rand der Karte die 
Flächen auf das Vierfache vergröfsert werden. Indessen giebt es keine 
andere winkeltreue Projektion, welche dies Verhältnis herabzumindern ge- 
stattete. 

b) Soll die Abbildung flächentreu sein und dabei die gröfstmögliche 
Winkelveränderung ein Minimimi sein, so entspricht diesen Anforderungen 

nur Lamberts flächentreue Azimutalprojektion {f(ö) = 2 sin — j. Der 

gröfste vorkommende Wert des Verhältnisses von a : &, der mit (a) be- 
zeichnet werden möge, wird = 2, die gröfste Winkelverzerrung 2o) = 38^ 57'. 

c) Unter den mittabstandstreuen Projektionen ist Posteis mittabstands- 
treue Azimutalprojektion \f(d) = arc 6] diejenige, welche die kleinsten 
Winkel- und Flächenverzerrungen giebt. — Folgende kleine Tabelle giebt 
die Maximalwerte der Winkel-, Längen- und Flächenveränderung [2 w, (a), S] 
bei der Darstellung einer Halbkugel in den drei genannten Projektionen: 

1) Abgedruckt in TisBot-Hammer, S. (l)ff. 
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Winkeltreue Azimutalprojektion, f(ö) = 2 tg g- 

Post eis mittabstandstreue Azimutalprojektion, f(ö) = arcd 
Lamberts flächentrene Azimutalprojektion, /*(d)==2sin — 



2(0 



0^ 0' 
25® 39' 
38° 57' 



(«) 



5 



2,000 
1,571 
2,000 



4,000 
1,571 
1,000 



Die externen Perspektiven^ bei denen der Augpunkt weniger als die Lange 
des Kugelhalbmessers von der Oberfläche entfernt angenommen wird^ geben 
Darstellungen^ bei denen die maximalen Winkelverzerrungen kleiner als die 
der Lambertseben Azimutalprojektion sind^ während die gröfsten Flächen- 
änderungen kleiner als bei der stereographischen^ die Längenänderungen 
aber kleiner als bei beiden, jedoch gröfser als bei der Postelschen sind. 

Mit Hilfe von konischen Projektionen kann man aber noch weit bessere 
Resultate erhalten^ nur mufs man dabei auf die geschlossene Form des 
Umkreises verzichten. Wenn man z. B. die nördliche Halbkugel nach 
irgend einer echten Eegelprojektion auf einen Kegel, dessen Spitze in der 
verlängerten Erdachse liegt, abbildet und diesen dann längs eines Meridians 
aufschlitzt, so ergiebt die Ausbreitung des Kegelmantels auf der Ebene 
keinen Vollkreis, sondern es mangelt ein Ausschnitt aus demselben. 

Ebenso könnte man auf einen Kegel, dessen Spitze auf einem ver- 
längerten Aquatorialhalbmesser der Erde liegt, die östliche bez. westliche 
Halbkugel abbilden. Wenn man die Schlitzlinie längs des südlichen 
Meridianquadranten führte, so käme der leere Sektor jedesmal in die minder 
wichtigen Seeflächen des indischen, bez. des südlichen stillen Ozeans zu liegen. 
(Man könnte den Sektor übrigens ausfüllen, indem man beiderseits die Karte 
bis zu seiner Halbierungslinie fortsetzte, wodurch dann ein Gebiet von der 
Gröfse des Sektors auf der Karte doppelt erscheinen würde, was für die Über- 
sicht des Zusammenhangs in diesen Gegenden sogar von Vorteil sein und den 
harmonischen Eindruck der Karte minder stören würde als der leere Sektor.) 
Bei der flächentreuen perigonalen Kegelprojektion der Halbkugel würde die 
gröfste Winkelverzerrung nur 19® 45', die Längen Veränderung 1,414 betragen. 

2. Handelt es sich nur um einen bedeutenden Teil einer Hemisphäre, 
um eine gröfsere Kalotte, so sind auch hier die azimutalen Projektionen, 
zu denen ja auch die perspektivischen gehören, die günstigsten; falls man 
nicht die für das betreffende Gebiet perigonale (d. h. die geringsten Winkel- 
verzerrungen bietende) flächentreue Projektion auf einen Kegel, dessen 
Achse die Mitte des Gebietes schneidet, in Mitbewerbung stellen will, die 
eben den leeren Sektor bedingt und meist auch der Symmetrie um einen 
Mittelmeridian ermangelt, sonst aber die günstigste Abbildung bietet. Die 
Maximalverzerrungen hängen natürlich von der Gröfse des darzustellenden 
Gebietes ab. Li nachfolgender Tabelle sind nach Tissot die drei charak- 
teristischen Gröfsen angegeben fQr die Abbildung von Kugelkappen von 
25<>, 40^ und 50^ Bogenhalbmesser^). 

1) Vgl. dazu Hammer, Eartenpr. Abschn. IV, S. 46 fF. bez. S. 60. 
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26^-Bereich 



2«D I (a) I 8 



Winkeltreue Azimutalprojektion . . . . 
Flächen treue perigon. Kegelprojektion 
Po 8 tele mittabstandstreue Projektion 
Lamberts flächen treue Azimutalproj. 



0« 0' 
10 22' 
1*60' 
2« 46' 



1,049 
1,024 
1,032 
1,049 



1,101 
1,000 
1,032 
1,000 



40<>-Bereich 



2«) (a) S 



0« 0' 
3<>34' 

4» 44' 

70 7' 



1,132 1,282 
1,064 1,000 
1,08611,086 
1,13211,000 



60»-Bereich 



2(0 



(«) 



S 



0^ 0' 

5« 38' 

7027' 

11« 16' 



l,217|l,482 



1,103 
1,139 
1,217 



1,000 
1,139 

l,i»00 



Europa ist in dem Bereich einer Kalotte von 25^ Halbmesser enthalten, 
auf seine Darstellung sind also die Zahlen der drei ersten Kolumnen an- 
wendbar. Asien ist in einem 50^-Bereich enthalten, also auf es die letzten 
drei Kolumnen anwendbar. Nordamerika und Afrika sind auf einer 
40-gradigen und Südamerika auf einer 33-gradigen Kalotte gelegen. Afrika 
und Südamerika könnten im perigonalen flächentreuen Kegelentwurf so ab- 
gebildet werden, dafs der leere Sektor keine Landflächen durchschnitte, indem 
man nämlich die Kegelachse für Afrika auf den Äquator vor die Gabun- 
mündung s. Fig. 64, S. 90, für Südamerika an die Westküste ungefähr auf den 
Wendekreis des Steinbocks verlegte und im ersten Falle längs dem Äquator, 
im zweiten längs einem nach Westen oder Südwesten gehenden gröfsten Kreise 
aufschlitzte. Die Tabellen zeigen, wie gering die Maximalverzerrungen bei 
dieser Projektion werden. Bei Asien und Europa ist wegen der notwendigen 
Zerreifsung der Landflächen diese Projektionsart ausgeschlossen. Auch die 
konischen Projektionen dieser Kontinente auf mit der Erde konachsiale Kegel, 
mögen sie flächentreu oder winkeltreu sein, geben ungünstigere Maximal- 
deformationen, als die in der Tabelle enthaltenen Projektionen. Die 
Bonnesche Projektion giebt für die flinf Kontinente folgende Abweichungen: 



Europa . . 
Asien . 
Afrika . . 
Nord-Amerika 
Süd- Amerika 



2m 


(«) 


6^23' 


1,118 


26« 10' 


1,586 


120 28' 


1,244 


22« 34' 


1,487 


8^6' 


1,155 



s 



1,000 
1,000 
1,000 
1,000 
1,000 



Der Vergleich dieser Tabelle mit der vorigen (je für den entsprechenden 
Bereich) enthält eine wahrhaft vernichtende Kritik der in unseren Atlanten 
fast ausschliefslich angewandten Bonneschen Projektion. 

3. Wenn durch die vorausgegangenen Betrachtungen die Willkür bei 
der Wahl einer Projektion für gewöhnliche Atlas- oder Handkarten gröfserer 
Gebiete schon auf einige wenige Projektionsarten eingeschränkt wird, so 
läfst sich die Frage nach der besten Projektion kleinerer Gebiete, 
also eines einzelnen Staates oder Landes, wie z. B. von Deutschland, Frank- 
reich, der iberischen Halbinsel mit völliger Bestimmtheit beantworten. 

Vorausgeschickt mufs werden, dafs alle Projektionen die Eigenschaft 
haben, um so geringere Verzerrungen zu geben, einen je kleineren Teil der 
Kugeloberfläche das abzubildende Gebiet ausmacht; so dafs also auch der 
Unterschied zwischen den verschiedenen Entwurfsarten immer mehr ab- 
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nimmt^ je kleiner das Gebiet wird, und die Wahl der Projektion immer 
gleicligültiger wird. Die Wichtigkeit der Wahl nimmt dagegen wieder zu 
mit dem Mafsstabe der Karte und wird von groüser Bedeutung für Spezial- 
karten, wie z. B. die Generalstabskarten, falls diese ein aus allen Blättern 
znsammensetzbares ebenes Gesamtbild des Landes geben sollen (was, wie 
oben auseinandergesetzt, bei den nach der preufsischen Polyederprojektion 
entworfenen Gradabteilungskarten nicht der Fall ist). Bei dem Neuentwurfe 
des Netzes fär eine solche Karte müTste also die Frage nach der besten 
Projektionsart gestellt werden und könnte infolge von Tissots Unter- 
suchungen eindeutig beantwortet werden. Die sich ergebende Projektion 
ist in keinem Falle eine der bekannten, sondern wird nur durch eine mathe- 
matische Formel von algebraischer Form definiert. Die Methode, sie auf- 
zufinden, kann hier nur ganz allgemein angedeutet werden. Sie beruht 
darauf, dafs der als Bogen eines gröfsten Kreises ausgedrückte Abstand der 
entferntesten Punkte des darzustellenden Gebietes von dessen Mitte in allen 
hierhergehörigen Fällen ein kleiner Bruch ist. Da die Einheit des Bogen- 
malses derjenige Bogen bildet, der gleich dem Halbmesser ist und in Graden 
ausgedrückt 57^ 18' beträgt, so ist bei einem Gebiete von z. B. 10^ Durch- 
messer der gröfste Bogenabstand eines Randpunktes von der Mitte nur 
5*^ : 57® 18' oder ungefähr j^- Da also die Breiten- und Längendifferenzen 
gegen die Mitte, die in der Karte vorkommen, diesen Wert nie übersteigen 
können, so kann man die rechtwinkligen Koordinaten x, y eines Karten- 
punktes nach steigenden Potenzen des Meridianbogens «, um welchen dieser 
Punkt vom Mittelparallel entfernt ist, und des auf dem Mittelparallel ge- 
zählten Bogens ^, um welchen sein Meridian von der Mitte entfernt ist, 
entwickeln, wobei die an Gröfse sehr rasch abnehmenden höheren Potenzen 
der kleinen Brüche von der vierten an vernachlässigt werden können. Giebt 
man der X-Achse die Richtung nach Norden, nennt tp^ die geographische 
Breite der Mitte imd r^ den Halbmesser des Mittelparallels, so erhalten 
mit Berücksichtigung aller Umstände die Koordinaten folgende Ausdrücke: 

worin Ay By C drei vorläufig unbestimmte Koeffizienten sind. Die mathe- 
matische Form dieser Ausdrücke bringt es, wie sich leicht beweisen läfst, 
mit sich, dafs die Punkte gleicher Deformation auf Ellipsen liegen, welche 
den Ursprung der rr, ^, also die angenommene Kartenmitte, zum Mittelpunkte 
haben. Die Gestalt und Lage dieser Ellipsen und die absolute Gröfse der 
Deformation hängt von den Werten von J., JB, (7 ab. Tissot hat nun ein 
graphisches Verfahren gelehrt, durch dessen Hilfe man diejenige Ellipse 
ausfindig machen kann, die für ein bestimmtes Land, wovon man eine 
Hilfskarte, nach irgend einer der gebräuchlichen Projektionen entworfen, 
besitzt, die geringste Deformation ergiebt^). Die Lage und die Achsen- 

1) Tissot-Hammer, S. 27—44. 
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Verhältnisse dieser Ellipse^ auf der Hilfskarte gemessen^ geben dann sehr 
einfach die Werte von Ä^ By C in obigen Formeln, aus denen dann die 
Koordinaten x, y für beliebige Netzpunkte berechnet werden können. 

Im allgemeinen, d. h. für unregelmäXsig gestaltete Länder, ergiebt sich 
die Lage der Ellipsenachsen nicht mit den Haupthimmelsrichtungen über- 
einstimmend, und demnach wird auch die Projektion nicht symmetrisch 
gegen den Mittelmeridian, immerhin würden aber für eine Karte, z. B. von 
Deutschland, die Abweichungen von der Symmetrie für das blofse Auge 
kaum bemerkbar werden. Für symmetrischer gestaltete Länder, wie z. B. 
Frankreich oder die iberische Halbinsel, kann man, ohne die Deformations- 
grenze wesentlich zu vermehren, durch Einführung der Forderung symme- 
trischer Projektion des Netzes die Formeln weit einfacher gestalten. In 
diesem Falle führen nämlich jene Formeln auf eine Kegelprojektion. Definiert 
man den Projektionshalbmesser m^ des Mittelparallels und den m eines 
um s abstehenden Parallels durch: 

femer jii = iL sin 9>o, wo X die Längendifferenz eines Punktes gegen den 
Mittelmeridian ist, so werden obige Formeln identisch mit folgenden: 

ic == Wq — tncosft, ^ = fiisin|[i, 

welche ganz übereinstimmen mit den Formeln für eine echte Kegelprojektion. 

Diese Projektion empfiehlt sich auch für Atlaskarten durch die Leichtig- 
keit ihrer Konstruktion aus konzentrischen Kreisen und geradlinigen 
Meridianen. Der Abstand eines Parallelkreises vom mittleren ist gleich 
dem Meridianbogen s vermehrt um ein Sechstel seines Kubus. 

Wie hoch diese Projektionsart über der Bonneschen steht, hat Tissot 
wieder an Beispielen gezeigt. Die Generalstabskarte von Frankreich in 
1 : 80000 hat die Bonnesche Projektion und den Mittelparallel von 45®. 
Die gröfste Winkelverzerrung beträgt in ihr 18', die gröfste Längen- 
veränderung 1 : 380. Durch die Wahl von 46® 30' als Mittelparallel würden 
sie auf 10' 30" und 1 : 650 haben herabgedrückt werden können. Durch 
Anwendung obiger allgemeiner Formeln hätte man die Maximaländerung 
der Winkel auf 25 Sekunden, die der Längen auf 1 : 1100 herabmindern 
können. 

Zur Darstellung einer zwischen zwei Parallelkreisen von mäfsigem 
Abstände (z. B. 10®) enthaltenen Zone sind die zuletzt genannten Formeln 
einer Kegelprojektion die geeignetsten. Die Zone zwischen 37y2® und 52yg®, 
die das südliche Mitteleuropa umfafst, wird danach mit Winkeländerungen 
von nicht über 1' 20" und Längenänderungen von nicht über 1 : 230 dar- 
gestellt, während die Bonnesche Projektion die Maximalverhältnisse 14® 40' 
und 1 : 7 ergäbe!^) 



1) Vgl. die Abhandlungen v. H. Hartl in den Mitt. des k. k. milit.-geogr. Institut«, 
Wien Bd. VI, 1886 u. Bd. XV, 1896. 
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Eugelzweiecke zwischen zwei nicht sehr entfernten Meridianen werden 
durch die Formehi: 

X = s -{- —rX^ siatp, y = rX(l -{- -g-A,*oos29), 

worin r der Erdhalbmesser am betrachteten Punkte mit Rücksicht auf die 
Abplattung und iL die in Bogenmafs ausgedrückte Längendifferenz des Punktes 
gegen den Mittelmeridian ist^ und welche nur spezielle Fälle der obigen 
allgemeinen Formeln sind^ auf die vorteilhafteste Weise abgebildet. 

Für ein Zweieck von 15 Graden werden die Maximaländerungen 1' 20" 
und 1 : 230, in der Bonneschen Projektion 7^ 30' und 1 : 15. — Ägypten 
könnte man danach in einer Breite von 5 Längengraden, vom 9^° bis zum 
32rten Parallel mit nur 5 Sekunden Winkel- und 1 : 2000 Längenverzerrung 
abbilden, während die Bonnesche Projektion 25' und 1 : 250 Änderung giebt! 

Diesen Thatsachen gegenüber hat die Bonnesche Projektion fernerhin 
keine Anwendungsberechtigung mehr, weder für Karten gröfserer, noch für 
solche kleinerer Gebiete*). 

1) s. E. Hammer, Vergleichung einiger Abbildmigen eines kleinen Stücks der 
ellipsoidischen Erdoberfläche. Abb. der Kais. Leop.-Garol. Deutschen Akademie der 
Naturforscher. LXXI, Nr. 9. Halle 1898. 



AiLhang I. 



Einige Qniiidregelii ffir das Zeichnen mit Zirkel nnd Lineal. 

Beim geomeiiischen Zeichnen bediene man sich eines harten Bleistifts 
zum Linienziehen und eines mittleren (Eaber HS) zum Bezeichnen von Punkten 
mit Buchstaben oder anderen Merkzeichen. Wird ersterer Stift in eine parallel 
dem Lineal zu führende Schneide geschärft, so wird er minder rasch abgenutzt. 
Der Schreibstift ist kegelförmig zu spitzen. 

Das Lineal wird zum Linienziehen fest auf das Papier gedrückt und die 
Spitze des Stiftes bei geneigter Haltung desselben dicht an der auf dem Papier 
liegenden Kante hingeführt (Fig. 92). Bauchig gespitzte oder geschärfte Stifte 





Fig. 91. 
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sind ungeeignet zum Linienziehen, weil die Linie in einige Entfernung vom 
Lineal fallt (s. Fig. 93). um die Linie auf alle Fälle wenigstens dem Lineal- 
rande parallel zu machen, gewöhne man sich, während des Ziehens den Stift in 
unveränderter Neigung gegen das Papier zu halten. 

Zum Ziehen gerader Linien dient die 
Reifs schiene (das Anschlagelineal) und das 
rechtwinklige Dreieck, oft kurzweg Winkel 
genannt. Die Beifsschiene wird vorzugsweise 
in Verbindung mit dem genau rechtwinkligen 
Reifsbrett gebraucht. Wenn der Backen 
AB^ auf welchem die eigentliche Schiene CD 
senkrecht befestigt ist, an der Beifsbrettkantc 
anliegt, so werden alle längs der Schienen- 
kante gezogenen Linien senkrecht zu jener 
Beifsbrettkante, also untereinander parallel. 
Man gewöhne sich daran, die Beifsschiene 
immer nur von einer (der linken) Seite her 
anzulegen. 
Beifsschiene und Winkel sollen von bester Beschaffenheit sein. Um sich zu 
überzeugen, ob eine Kante gerade ist, ziehe man längs derselben eine Linie 
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Fig. 94. 
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durch zwei beliebig, aber etwas entfernt von einander angenommene Punkte. 
Darauf drehe man das Lineal in seiner eigenen Ebene um 180^, sodafs es auf 
die andere Seite der gezogenen Linie zu liegen kommt und ziehe eine zweite 
Linie durch dieselben Punkte. Fallen beide Linien nicht zusammen, so ist die 
Linienkante zu genauer Arbeit untauglich. 

Schiebt man den Winkel mit seiner einen Kante längs der festgehaltenen 
Kante eines anderen Lineals hin, so sind die in den verschiedenen Lagen längs 

derselben Winkelkante gezogenen Linien pa- 
•'"'•- ■ ^ rallel. Li Fig. 95 sind die längs AC und die 

längs BC gezogeneja Parallelen mit unter- 
/ brochenen Linien gezeichnet. Denmach kann 

/ man mit Beifsschiene und Winkel zu jeder 

gegebenen Linie Parallelen ziehen, indem man 
den Winkel mit irgend einer Kante an die 
gegebene Gerade anlegt, die Beifsschiene (oder 
^^^- ^' einen zweiten Winkel) an eine der beiden 

anderen Kanten fest anlegt und dann den 
ersten Winkel längs der festgehaltenen Schiene verschiebt. 

Ist das Dreieck rechtwinklig und wird eine Kathete an die Beifsschiene 
angelegt, so ist jede längs der anderen Kathete gezogene Linie senkrecht zu der 
längs der Beifsschienenkante gezogenen. Verschiebt man die Hypotenuse längs 
einer festgehaltenen Linealkante, so stehen alle längs der einen Kathete ge- 
zogenen Geraden senkrecht auf den längs der anderen Kathete gezogenen. Darin 
hat man zwei einfache Mittel, um durch irgend einen Punkt eine Senkrechte 
auf eine gegebene Gerade zu ziehen. 

Um sich zu überzeugen, dafs das Winkeldreieck auch wirklich rechtwinklig 
sei, ziehe man durch einen von der Beifsschienenkante ziemlich entfernt an- 
genommenen Punkt eine Senkrechte auf diese, dann drehe man das Dreieck in 
seiner Ebene um den Fufspunkt jener Senkrechten und ziehe dann durch den- 
selben Punkt abermals eine Senkrechte. Fallen beide nicht zusammen, so ist 
der Winkel kein rechter, also das Dreieck unbrauchbar. 

Der Zirkel, dessen Spitzen immer scharf sein müssen, soll sich beim Ab- 
greifen von Längen und Abstechen von Pimkten stets in einer zum Papier 
nahezu senkrechten Ebene befinden. Auch soll der Zirkel nicht mehr als etwa 
zu einem rechten Winkel geöffnet werden. Gröfsere Längen ' überträgt man 
besser in mehreren Abteilimgen. Die Zirkelstiche sollen fein sein. Zu ihrer 
Markierung umgiebt man sie mit einem kleinen Kreise oder man setzt einen 
kurzen auf sie hinweisenden Strich dazu. Durch Kreuzstriche zu bezeichnen ist 
nicht empfehlenswert, weil dadurch das Loch leicht zugedrückt und schwer 
erkennbar wird. Hat man von demselben Mittelpunkte aus viele Kreise zu 
beschreiben, so setzt man zur Schonung des Papiers ein Centrumscheibchen 
in den Mittelpunkt. Dasselbe hat die Form eines gewöhnlichen Heftstiftes 
(Zwecke) mit feiner Spitze und Vertiefung in deren Verlängerung auf der Knopf- 
mitte, worin der Zirkelfufs einzusetzen ist. Für Kreise mit grofsem Halbmesser 
dient der Stangenzirkel, aus einer prismatischen Stange bestehend, auf welche 
zwei Hülsen, eine am Ende fest, die andere verschiebbar, mit senkrecht zur 
Stange stehenden Stahlspitzen, geschoben sind. Statt des Stangenzirkels kann 
auch eine Latte oder ein Streifen starker Pappe dienen, die mit einem Ende 
mittels einer Nadel im Kreiscentrum befestigt wird, während in der richtigen 
Entfernung von da eine zweite Nadel oder der Zeichenstift angebracht wird. 

Wenn man, wie dies beim Netzentwurfe öfters vorkommt, mittels des 
Zirkels die wiederholte Auftragung einer und derselben Strecke (oder auch 
verschiedener Strecken) auf derselben Geraden auszuführen hat, so summieren 
sich, falls man die einzelnen Strecken hintereinander absticht, die Fehler der 

Z p p r i t z , KATtenentwarfslehre. 8. Aufl. Ton Bludau. 1 . 11 
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ersten Abmessung. Selbst bei gröfster Sorgfalt ist beim Abgreifen einer Strecke 
auf einem MaTsstabe oder vom Papier ein Fehler von bis 0,1 mm nicht zu yer- 
meiden, so dafs man zwischen den Zirkelspitzen leicht 0,1 mm zu viel oder za 
wenig hat; tragt man die Länge nur lOmal hintereinander auf, so betragt der 
Fehler schon 1 mm, bei 20maliger Auftragung 2 nmi, um welche der letzte 
Punkt Tom Anfangspunkt zu weit oder zu nahe liegt. Diesen Fehler vermeidet 
man, wenn man die ganzen Entfernungen vom An^Euigspunkte aufträgt, also statt 
der Litngen: ^^ ^^ ^^^ ^^ 

die Längen: 

AN, AM, . . . AD, AC, AB. 

Sind die Abschnitte zu lang, um mehrere zugleich in den Zirkel zu nehmen, so 
benutzt man am besten einen in Millimeter geteilten Anlegemafsstab, wie sie 
in Buchsbaumholz mit genauer Teilung bis zu 0,5 m Länge bülig käuflich sind. 
Sind die (gleichen oder ungleichen) Teile AB, BC . . , in Millimetern gegeben, 
so berechnet man sich daraus durch Addition die Abschnitte AC, AD, , . . AN. 
Die Beachtxmg dieser Regel ist von gröfster Wichtigkeit, wenn gute Resultate 
erhalten werden soUen. — Bei der Auftragung einer Reihe von venchieden 
langen Strecken arbeitet man am raschesten, wenn man mit der längsten beginnt 
und mit der kürzesten aufhört. 

Um eine Strecke zu halbieren, beschreibt man mit einer Zirkelöffhung, 

die ungefähr y^ der Strecke beträgt, von jedem 
N 8^ Endpunkte A, E aus zwei Kreisbogen beiderseits 

/fx der Greraden und verbindet die Schnittpunkte 

S und T. Die Gerade ST halbiert AE und 

steht überdies senkrecht auf AE, sodafs man 

hierin noch ein Mittel hat, eine Senkrechte 

. zu föllen. Soll diese durch einen bestimmten 

(der Linie selbst angehörigen oder äufseren) 

Punkt gehen, so setzt man in diesen zuerst die 

Zirkelspitze ein und schneidet durch Kreisbogen 

beiderseits gleich weit entfernte Punkte auf der 

gegebenen Geraden ab, von denen aus dann 

dieselbe Konstruktion, wie vorher von A und E 

aus, gemacht wird. 

Das Teilen einer Strecke in eine geforderte Anzahl gleicher 

Teile ist, wenn die Zahl gröfser als 3 ist, durch Probieren nur mühsam zu 

erreichen; sehr leicht aber, wenn man den Ahnlichkeitssatz be- 
nutzt, wonach ein System von Parallellinien jede schneidende 
Gerade in denselben Verhältnissen teilt. Trägt man also eine 
Gröfse, die man ungefähr für den geforderten aliquoten (n^^) 
Teil der gegebenen Strecke AB hält, auf einer um etwa 30® 
gegen AB geneigten Geraden AC n-mal auf, in Fig. 97 lOmal, 
verbindet den letzten Punkt L mit B und zieht dann durch 
sämtliche Teüpunkte Parallelen zu LB, so erhält man durch 
sie die Strecke ^B in die geforderte Anzahl, hier 10, gleicher 
Pig. 97. Teile geteilt. 

Derselbe geometrische Satz wird auch zur Konstruktion der 
sogenannten Transversalma fsstäbe benutzt. Zu jeder Karte zeichnet man 
sich den Mafsstab auf, indem man die gewählte Mafseinheit (Meile, Kilometer) 
im verjüngten Mafse 10, 20, 30 ... oder noch mehrmal auf einer Greraden 
aufträgt. 

Um von der gewählten Einheit auch noch Bruchteile, Zehntel, mit Sicherheit 
abgreifen zu können, dient der Transversalmafsstab. Fig. 98 stellt einen solchen 



Fig. 96. 
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für Kilometer im Verjüngungsverhältnis von 1 : 500000 dar. Parallel zu dem 
einfachen Eilometermafsstabe, den die unterste Linie darstellt, zieht man 10 Geraden 

von je gleichem, aber be- 
liebig grofsem Abstände 
und schneidet sie durch 
Senkrechten^ die in den 
V\m)s^jilOO 10 2030 ... 
u. s. w. errichtet werden. 
Von der obersten Linie 
wird die erste Abteilung 
in dieselben 10 Teile ein- 
geteilt wie die unterste 
tmd nun wird der Punkt der unteren Teilung mit dem Punkte 1' der oberen, 
der Punkt 1 der unteren mit dem Punkte 2' der oberen u. s. w. durch Trans- 
versalen verbunden. Die Abschnitte dieser Transversalen auf den Parallelen 
sind je gleich der Teilungseinheit, stellen also hier je 1 km dar. Betrachtet 
man aber das Dreieck 00' 1\ so bilden in ihm die Parallelen lauter ähnliche 
Dreiecke, deren Grundlinien sich wegen der Gleichabständigkeit der Parallelen 

verhalten wie: 

1 : 0,9 : 0,8 : 0,7 . . . 0,2 : 0,1. 

Das zwischen den Linien 00' und Ol' enthaltene Stückchen der VIP®'^ Parallelen 
entspricht also 0,7 km u. s. w. 

Will man ntm z. B. 26,3 km abgreifen, so mifst man auf der III^*^ Parallelen 
ab, indem man den rechten Zirkelfufs in deren Schnittpunkt mit der m 20 
errichteten Senkrechten einsetzt und links bis zur 6*®" Transversalen öffnet. 
Man hat dann zwischen den Zirkelspitzen: 

6 + 0,3 + 20 = 26,3. 

um Winkel zu teilen, teilt man die zugehörigen Bogen. Das Halbieren 
geschieht wie bei der geraden Strecke, doch ist das Bogenschlagen nur auf 
einer Seite des zu halbierenden Bogens nötig, weil ein Punkt der Halbierungs- 
linie bereits durch den Scheitel des Winkels gegeben ist. 

Hat man, wie dies bei vielen Projektionen nötig ist, eine Ereisperipherie 
mit der Gradeinteilung (wenigstens von 10** zu 10**) zu versehen, so vierteilt 
man zunächst durch zwei aufeinander senkrechte Durchmesser und schneidet dann 
mit dem in den Zirkel genommenen Kreishalbmesser von den vier Endptmkten 
dieser Durchmesser aus beiderseits in die Peripherie ein, so erhält man die 
Teilung in 30**-Bogen. Die weitere Unterabteilung zunächst in je drei gleiche 
Teile macht man durch Probieren. Hat man an einem 30**-Bogen. den dritten 
Teil möglichst genau gefunden, so trage man denselben von jedem der zwölf 
vorhandenen, 30*'-abständigen Teilpunkte rechts und links auf. Eine Zirkel- 
stellung zu suchen, wobei die Strecke 36mal hintereinander aufgetragen in der 
Peripherie gerade aufgeht, ist aussichtslose Arbeit. 

Die ganze Ereiseinteilung macht man am schnellsten mit dem Trans- 
porteur (von Metall, Hom oder Papier), der hauptsächlich zum Auftragen von 
Winkeln dient. Auf genaue Anlegung des Nullradius an die Gerade, welche 
den einen Schenkel des anzutragenden Winkels bilden soll, und scharfe Centrierung 
im Scheitel desselben ist besonders zu achten. 

Auch beim Aneinanderlegen vieler Winkel aneinander befolge man 
dieselbe Vorsicht wie beim Streckenauftragen und bilde die Summe der Winkel 
bis zum letzten, vorletzten, vorvorletzten u. s. w., die dann alle von demselben 
Anfangspunkte aus bei festbleibender Lage des Transporteurs abgestochen werden, 
WOZU am besten eine feine Nadel oder ein Zirkelfofs dient. 
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Am genanesten kann man Winkel mittels ihrer Sehnen auftragen. Zu diesem 
Zwecke braucht man, falls die Winkel im Gradmafse gegeben sind, eine Sehnen- 
tafel, welche für einen bestimmten Halbmesser, der meist =100 angenommen 
ist, die Länge der Sehne für alle von Grad zu Grad, oder von Zehntelgrad zu 
Zehntelgrad fortschreitenden Winkel zwischen 0^ und 180^ angiebt. Die Be- 
nutzung der Sehnen ist namentlich förderlich, wenn es sich darum handelt, ein 
System von Richtungen um einen bestimmten Winkel zu drehen. 

Zieht man durch alle Pimkte B^ C, JEJ, die um 
den Drehpunkt A geschwenkt werden sollen, Strahlen 
nach A und schneidet diese durch einen um A als 
Centrum geschlagenen Kreisbogen KK' von nicht zu 
kleinem Halbmesser, so hat man nur von dem Schnitt- 
punkte jedes Strahles aus die Sehne des Drehungs- 
winkels abzustechen, um die neue Richtung fär den 
Strahl bestimmt zu erhalten. Soll z. B. der Endpunkt 
"E nach E' gedreht werden, so ist ee die Sehne des 
Drehungswinkels und es ist diese Länge also von 
h und c aus abzustechen, sodafs hV = cc = ee\ 
Durch die Punkte &' und c' sind die neuen Richtungs- 
linien zu ziehen, auf welche dann B imd C mittels 
der Radien AB = AB' und AC = AC herüber- 
geschwenkt werden. 
Nach dem Kreise ist die Ellipse die am häufigsten zu zeichnende Kurve. 
Es giebt zwar Ellipsenzirkel, doch dürften solche nicht vielen zur Hand sein. 
Mit dem Bleistift lassen sich Ellipsen ohne viele Umstände nach dem Satze 
konstruieren, dafs die Summe der beiden Fahrstrahlen nach einem Ellipsenpunkte 
immer gleich der grofsen Achse ist. Man sticht zwei feine Nadeln in die beiden 
Brennpunkte ein und knüpft einen Faden von der Länge der grofsen Achse mit 
beiden Enden um die Nadeln. Spannt man dann den Faden mittels der Blei- 
stiftspitze an und führt diese bei andauernder Spannung herum, so beschreibt 
sie die Ellipse. Mit der Reifsfeder ist das Verfahren minder günstig, auch ist 
es zu umständlich, wenn man auf kleiner Fläche viel Ellipsen zu ziehen hat. — 
Ellipsen von kleiner Exzentrizität, die also wenig von der Kreisform abweichen, 

kann man mit dem gewöhnlichen Zirkel 
aus vier Exeisbogen mit hinlänglicher 
Genauigkeit zusammensetzen. Zu diesem 
Zwecke zeichne man das Achsenkreuz auf 
und trage die Differenz (a — 5) der Halb- 
achsen vom Mittelpunkte C aus beiderseits 
zweimal auf der kleinen Achse und ly^mal 
p auf der grofsen auf, sodafs also: 

CB = CB' ==2{a — h\ 

CA = CA'=^{a—'b) 

ist. Setzt man dann den Zirkel in B' ein 

und öffnet bis Üf, so erhält man einen 

Bogen EMF^ ebenso von B aus GNR, 

Der Bogen EFG wird von A aus und 

Bei genauer Ausführung treffen die Bögen in 

Stärker exzentrische Ellipsen mufs man durch 

die konstruierten Punkte aus freier Hand oder mit einem Kurvenlineal ziehen. 

Jede Kurve kann aus Kreisbogenstückchen zusammengesetzt gedacht werden, 

wovon jedes folgende einen etwas anderen Halbmesser hat als das vorhergehende. 




FQH von A' aus beschrieben. 
E^ F^ G^ H scharf aufeinander. 
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Der verschiedene Kurvencharakter entsteht durch die verschieden rasche Zu- oder 
Abnahme des Halbmessers beim Fortschritt um eine bestimmte Länge (z. B. 1 cm) 
auf der Kurve. Wenn man eine Auswahl von Kurvenlinealen besitzt, die nach 
verschiedenen Gesetzen gekrümmt sind, so findet sich leicht an einem derselben 
eine Gegend des Bandes, die an die konstruierten Punkte angelegt eine stetige 
Kurve wenigstens durch einige derselben zu ziehen gestattet. Beim Gebrauche 
schiebe man das Lineal so, dafs der Band durch möglichst viele Punkte hindurch- 
gebt; ziehe dann aber die Linie nur bis zum vorletzten getroffenen Punkte, lege 
es dann von diesem beginnend an weitere Punkte an und ziehe dann die Linie 
in stetigem Anschlüsse an das vorhergezogene Stück. Ln ungünstigsten Falle 
wird man inuner drei Punkte Ä, J?, C an die Kante bringen können, man ziehe 
dann nur AB aus und lege nun an BCD an, worauf BC gezogen wird u. s. w.; 
so vermeidet man am besten ünstetigkeiten. Knicke im Zug der Kurve. 

Zum Ziehen recht flacher Kurven, für die gewöhnliche Kurvenlineale meist 
nicht ausreichen, sind die S. 89 genannten Ej*eiskurven als geeignet zu empfehlen. 



Bemerkungen zu den Tabellen. 

Die Tabellen 1 — 3 enthalten die sphärischen Koordinaten a, ö für die 
drei Hauptpunktsbreiten g?^ = 0®, g>o =" *^ ^^^ ^o = ^^^ ^^' 

Tabelle 4 enthält die Polarkoordinaten a, w fttr g>Q = 52** 30' in fiächen- 
treuer Azimutalprojektion. 

Tabelle 5 enthält für dieselbe Projektion die rechtwinkligen Koordi- 
naten X, y. 

Diese Tabellen sollen dienen 1) zur Nachrechnung, um an ihnen 
die Berechnung zu üben, 2) um mit ihnen die Konstruktion mittels beider 
Koordinatensysteme auszuführen. 

Den gleichen Zweck verfolgen auch die folgenden Tabellen 6— 7 für 
eine transversale Kegelprojektion und die Tabellen 8 — 11 für transversale 
Cylinderprojektionen. 
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12. TabeUe 

enthaltend in Kolumne 

I: Die Geographische Breite von Grad zu Grad; 
U: Die Lange des Tom Äquator aus bis zu dieser Breite gemessenen 

Meridianbogens ^) ; 
III: Die Länge eines Parallelkreisgrades in dieser Breite; 
IV: Den Äquatorabstand des Parallelkreisbildes in Mercators Projektion; 
V: Die Seitenlänge des in dem Parallelkreise berührenden Kegels^ also 
den Radius des Parallelkreisbildes in der Projektion auf diesen Kegel. 
Alle Längen sind in Kilometern angegeben. 






0^ 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 



dl *^ 



•3 

1 

P4 






•« 








110,6 

221,1 

331,7 

442,3 

552,8 

663,4 

774,0 

884,6 

995,2 

1 105,7 

1 216,3 

1 327,0 

1 437,6 

1 548,2 

1 658,8 

1 769,5 

1 880,1 

1 990,8 

2 101,5 
2 212,2 
2 322,9 
2 433,6 
2 544,3 
2 655,0 
2 765,8 
2876,6 

2 987,3 

3 098,1 
3 209,0 
3 319,8 
3 430,6 



111,31 
111,29 
111,24 
111,15 
111,04 
110,89 
110,70 
110,48 
110,23 
109,95 
109,63 
109,27 
108,89 
108,47 
108,02 
107,54 
107,02 
106,47 
105,89 
105,28 
104,63 
103,96 
103,25 
102,51 
101,74 
100,94 
100,11 
99,24 
98,35 
97,43 
96,47 
95,49 





110,6 

221,2 

331,8 

442,6 

553,5 

664,6 

775,9 

887,4 

999,2 

1 111,4 

1 223,8 

1 336,7 

1 450,0 

1 563,7 

1 678,0 

1 792,8 

1 908,2 

2 024,2 
2 140,8 
2 258,2 
2 376,3 
2 495,3 
2 615,1 
2 735,8 
2 857,4 

2 980,1 

3 103,8 
3 228,6 
3 354,6 
3 481,8 
3 610,4 






i 




365 361 
182 625 
121 689 
91203 
72 896 
60 679 
51942 
45 380 
40 269 
36172 
32 813 
30 008 
27 628 
25 583 
23 806 
22 246 
20 865 
19 634 
18 528 
17 529 
16 621 
15 792 
15 032 
14 332 
13 685 
13 084 
12 525 
12 003 
11514 
11055 
10 623 



32<> 

33 

34 

35 

36 

37 

38 

39 

40 

41 

42 

43 

44 

45 

46 

47 

48 

49 

50 

51 

52 

53 

54 

55 

56 

57 

58 

59 

60 

61 

62 

63 



3 
3 
3 
3 
3 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
5 
5 
5 
5 
5 
5 
5 
5 
5 
6 
6 
6 
6 
6 
6 
6 
6 
6 



541,5 
652,4 
763,3 
874,2 
985,1 
096,1 
207,1 
318,1 
429,1 
540,1 
651,2 
762,2 
873,3 
984,4 
095,6 
206,7 
317,9 
429,1 
540,3 
651,5 
762,8 
874,0 
985,3 
096,6 
207,9 
319,3 
430,6 
542,0 
653,4 
764,8 
876,2 
987,6 



94,48 
93,44 
92,37 
91,28 
90,15 
89,00 
87,82 
86,62 
85,38 
84,13 
82,84 
81,53 
80,20 
78,84 
77,45 
76,05 
74,62 
73,16 
71,69 
70,19 
68,67 
67,13 
65,57 
63,99 
62,39 
60,76 
59,13 
57,47 
55,79 
54,10 
52,39 
50,67 



3 740,3 

3 871,6 

4 004,5 
4 139,0 
4 275,1 
4 413,0 
4 552,7 
4 694,3 
4 838,0 

4 983,8 

5 131,9 
5 282,3 
5 435,2 
5 590,7 
5 749,0 

5 910,2 

6 074,5 
6 242,0 
6 412,9 
6 587,4 
6 765,7 

6 948,1 

7 134,8 
7 326,1 
7 522,2 
7 723,5 

7 930,2 

8 142,9 
8 361,8 
8 587,5 

8 820,5 

9 061,2 



10 216 
9 830 
9 465 
9118 
8 788 
8 473 
8173 
7 886 
7 611 
7 347 
7 093 
6 850 
6 615 
6 388 
6169 
5 958 
5 753 
5 554 
5 362 
5175 
4 993 
4 816 
4 644 
4 476 
4 312 
4151 
3 995 
3 841 
3 691 
3 544 
3 400 
3 258 



1) Die Länge irgend eines Meridianabschnittes, z. B. eines bestimmten Grades, er- 
giebt sich durch Subtraktion der seinen beiden Begrenzungsparallelen entsprechenden 
Zahlen der zweiten Kolumne. 

ZöppritB, B^artenentwnrfslehre. 2. Anfl. ron Bludan. I. 12 
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